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人 类 生存 的 地 球 ， 比 之 于 无 限 的 字 宙 实 乃 无 比 的 渺小 ;而 自古 至 今 
人 类 的 理性 文明 只 不 过 数 千 年 ， 比 之 于 地 球 上 几 十 亿 年 的 生命 历史 又 是 
无 比 的 短暂 。 但 是 人 类 得 天 独 厚 ， 具 有 几 十 亿 年 逐步 进化 而 得 一 一 奇妙 
超群 的 脑力 ; 再 者 ， 人 类 还 能 善 用 天 赋 的 脑力 ， 创 造 语言 与 文字 ， 使 得 
全 人 类 的 聪明 才智 不 但 能 够 群策群力 、 人 集思广益， 而 且 还 能 世代 相 承 、 
精益 求 精 ， 创 造 了 博大 精深 的 理性 文明 。 作 为 一 个 现代 人 ， 我 们 不 但 
具有 天 赋 的 脑力 ， 而 且 还 承继 了 数 千 年 来 全 人 类 的 聪明 才智 ， 世 代 相 
承 探 讨 研究 的 成 果 ， 总 称 之 谓 理性 文明 (Civilization of Rational Mind)。 
它 使 得 每 一 位 肯 学 、 肯 想 的 人 生 ， 大 大 地 拓展 了 其 能 够 理解 的 时 空 。 


综观 自古 至 今 的 理性 文明 ， 历 代 的 先 智 先 贤 用 来 探索 宇宙 的 基本 思 
想 和 方法 其 实 是 既 自 然 又 朴实 的 ， 大 体 上 可 以 简 述 如 下 : 


先 用 归纳 法 ， 师 法 自然 ， 实 事 求 是 。 例 如 观测 天 象 ， 纪 录 尽 
夜 之 长 短 ， 四 季 的 变化 等 等 。 然 后 再 用 解析 思维 把 实验 探索 
所 得 的 各 种 各 样 认 知 加 以 综合 、 演 绎 ， 逐 步 由 定性 到 定量 ， 
由 表象 到 内 在 结构 ， 精 益 求 精 地 研讨 大 自然 中 万 象 万 物 的 基 
本 结构 和 基本 原理 。 


总 之 ， 实 验 归 纳 和 综合 演绎 乃 是 两 种 相辅相成 交互 进展 的 科学 方法 ， 
而 数理 分 析 (Mathematical Analysis) 则 是 和 后 者 的 基本 方法 和 有 力 工具 ， 
分 析 学 的 基础 理论 也 就 是 如 此 产生 的 。 我 们 将 在 往 和 后 章节 中 简明 撼 要 
地 讨论 数理 分 析 在 人 类 理性 文明 中 产生 的 过 程 和 其 所 扮演 的 角色 。 


在 我 们 开始 逐 章 逐 节 作 系统 研讨 之 前 ， 且 以 一 个 既 清晰 简朴 又 具有 
历史 意义 的 范例 ， 来 对 于 数理 分 析 的 本 质 和 要 点 作 一 初步 解说 。 那 就 


是 远 在 纪元 前 三 世纪 Eratosthenes ( 约 276-194 B.C.) 所 达成 者 : 人 类 对 
于 地 球 大 小 的 首次 定量 估算 。 


话说 当年 ，Eratosthenes 乃 是 古 希 腊 文 明和 后 期 中 心 所 在 地 Alexandria 
的 图 书馆 馆 长 ， 他 是 一 位 精通 当时 的 天 文 地 理 的 博学 之 士 。 首 先 ， 当 年 
业已 由 月 刨 ， 航 海 的 观察 得 知 我 们 所 居住 的 大 地 万 是 一 个 大 球 ; 而 且 太 
阳 和 地 球 之 间 的 距离 要 比 地 球 和 月 亮 之 间 的 距离 还 要 大 许多 倍 。 总 之 
， 同 时 照射 到 地 球 上 各 地 的 太阳 光 基 本 上 就 是 平行 光线 。 再 者 ， 他 还 
知 得 人 们 在 Alexandria 正 南 方 尼罗河 出 山口 的 Syene (现今 的 Aswan ) 
的 一 口 深井 ， 观 察 到 夏至 正午 的 太阳 光 可 以 直射 井 底 ， 不 留任 何 井 壁 
的 阴影 。 换 言 之 ， 在 Syene 夏至 正午 的 太阳 光 乃 是 重 直 于 该 井 的 水 平面 
者 也 。 但 是 在 Alexandria 的 夏至 正午 的 阳光 ， 则 和 并 壁 大 约 有 击 周 角 
( 亦 即 7.2 度 ) 的 夹 角 。 当 年 Eratosthenes 大 概 就 用 如 下 图 所 示 的 图 解 
， 把 上 述 几 个 天 文 地 理 的 知识 加 以 综合 分 析 。 
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他 以 一 个 圆 表示 过 Alexandria 和 Syene 的 经 圆 (longitudual circle) ， 
以 两 条 平行 线 表 达 分 别 照射 在 Alexandria 和 Syene 的 夏至 正午 的 阳光 。 
从 上 述 简 明 扼 要 的 抽象 表述 ， 就 可 以 用 熟知 的 几何 知识 推论 以 下 几 点 
: 其 一 是 过 Syene 的 光线 重 直 于 球面 ， 所 以 其 延长 线 万 是 过 球 心 O 者 
也 。 其 二 是 由 平行 线 和 Alexandria- 球 心 联 线 的 内 错 角 相等 得 知 C4O5 
也 等 于 击 周 角 。 由 此 可 得 整个 经 圆 的 周 长 大 约 是 Alexandria 和 Syene 
之 间 的 距离 的 50 倍 ! 

Eratosthenes 这 位 老 先生 并 没有 去 实地 测量 上 述 两 地 之 间 的 距离 。 他 
只 是 去 市 集 向 往来 于 Alexandria 和 Syene 之 间 的 骆驼 商 队 ， 询 问 他 们 一 
共 要 走 几 天 才能 由 Syene 走 到 Alexandria， 而 且 每 天 大 约 能 走 多 少 希 腊 
里 (Stadia)。 他 就 将 询问 所 得 的 天 数 (50 天 ) 和 每 天 的 里 程 (100 Stadia) 


vl 


得 出 下 列 经 圆 圆周 长 度 的 估计 ， 亦 即 
50 x 50 x 100 = 250, 000 (Stadia) 


这 就 是 人 类 对 于 其 所 生存 的 地 球 大 小 的 第 一 次 定量 估计 。 


假如 要 把 它 和 现代 测算 的 地 球 大 小 作 个 比较 ， 当 然 就 要 把 希腊 里 
(Stadia) 和 公里 (kilometer) 的 长 度 作 一 换算 。 在 这 里 有 一 个 小 小 的 疑案 : 
Stadia 者 ， 乃 是 当年 运动 场 (Stadium) 的 跑道 的 长 度 是 也 。 但 是 目下 余 
留 的 古 希 腊 运 动 场 的 跑道 却 有 两 种 长 短 不 一 的 长 度 。 总 之 ， 以 较 长 者 
来 换算 则 其 估计 比 实测 要 大 些 ， 而 以 较 短 者 来 换算 则 其 估计 比 实测 要 
小 些 ， 而 相去 都 在 10 鸣 之 内 。 


如 今 回顾 Eratosthenes 在 两 千 多 年 前 ， 能 够 把 当时 所 知道 的 天 文 、 
地 理 和 几何 知识 ， 用 简朴 的 图 解 加 以 综合 分 析 ， 一 举 而 得 数量 上 相当 
准确 的 地 球 大 小 的 估计 ， 它 实在 是 人 类 以 数理 分 析 去 理解 大 自然 的 一 
个 杰出 的 典范 。 世 世代 代理 性 文明 的 继承 者 ， 不 但 应 该 以 怀古 之 情 上 蜂 
爷 它 ， 而 且 更 要 从 中 学 习 其 用 法 ， 获 得 数理 分 析 的 启蒙 启发 。 
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导论 一 一 数 系 和 数 系 的 扩张 


数理 分 析 是 我 们 由 表 及 里 ， 定 量 地 深入 研讨 大 自然 的 重要 方法 ， 而 
分 析 学 (Analysis) 也 就 是 为 了 有 效 运用 数理 分 析 去 理解 大 自然 而 发 展 起 
来 的 一 门 数学 。 当 所 要 研讨 的 事物 还 是 相当 简单 初等 者 ， 其 相应 的 各 
种 各 样 定量 问题 往往 是 初等 的 代数 问题 和 几何 问题 ， 例 如 复 利 的 计算 
、 平 面 测 量 等 等 。 但 是 当 所 要 研讨 的 问题 逐渐 深入 ， 逐 步 拓展 ， 就 自 
然而 然 地 超出 了 初等 代数 和 初等 几何 力所能及 的 范畴 ， 例 如 天 体 的 运 
行 、 曲 线 曲面 的 研究 、 弦 的 振动 等 等 。 其 实 ， 分 析 学 乃 是 以 初等 代数 
和 初等 几何 为 基础 ， 把 两 者 结合 起 来 ， 更 上 层 楼 而 发 展 起 来 的 ; 它 是 
对 于 各 种 各 样 动态 事物 作 数 理 分 析 的 重要 工具 ， 而 其 本 身 的 基础 理论 
则 在 于 加 数 的 微分 、 积 分 和 连续 性 的 明确 及 其 基本 定理 。 这 也 就 是 为 
什么 通常 把 分 析 学 基础 论 叫 做 微 积分 的 原由 。 

代数 和 几何 的 基础 ， 归 根 研 底 乃 是 建筑 在 数 系 和 空间 这 两 种 基本 结 
构 之 上 。 空 间 乃 是 我 们 和 字 宙 万物 共存 于 其 中 者 ， 是 大 自然 所 赋予 的 
; 而 数 系 则 是 人 类 理性 文明 为 了 更 加 精确 地 定量 研讨 事物 所 构造 的 
| 计量 」 体 系 ， 可 以 说 是 人 的 创造 。 在 定量 几何 学 定量 地 研讨 空间 本 
质 的 讨论 之 中 ， 前 者 和 和 后 者 则 自然 而 然 地 结合 在 一 起 ， 相 辅 相 成 。 

最 原始 的 数 系 就 是 我 们 用 来 数 个 数 (counting) 的 自然 数 系 (system 
of natural numbers) ， 然 后 逐步 扩充 而 得 整数 系 (system of integers)、 
有 理 数 系 (system of rational numbers)、 实 数 系 (system of real numbers) 
和 复数 系 (system of complex numbers)。 通 常 分 别 以 N、Z、Q、R、C 
表示 上 述 数 系 ， 则 上 述 逐 步 扩 充 ( 张 ) (extensions) 就 可 以 用 下 述 符号 


NCZCQCRCC 


简约 地 表达 之 。 


我 们 首先 将 对 上 述 和 逐步 扩张 而 构造 的 一 连 串 数 系 作 一 次 归 本 完 源 的 
结构 分 析 。 唯 有 对 数 系 结构 的 来 龙 去 脉 了 然 于 心 ， 才 能 在 运用 它们 作 
各 种 各 样 定 量 分 析 、 探 索 自然 时 得 心 应 手 。 


0.1 自然 数 系 


自然 数 系 是 人 类 为 了 数 个 数 (counting) 这 样 一 种 原始 而 且 基 本 的 
[ 定量 化 」 而 创造 的 体系 。 例 如 有 一 位 牧羊 人 要 知道 其 羊 群 的 个 数 ， 
或 当 古 人 发 现 月 亮 的 圆 缺 变化 是 一 种 周而复始 的 事情 ， 自 然 就 想 统计 
一 下 其 周期 的 天 数 等 等 。 虽 然 各 古文 明 所 用 的 符号 和 体系 不 同 ， 但 是 
其 本 质 都 是 一 串 逐 一 相连 的 符号 体系 ， 例 如 
| 机 
一 二 三 四 
1 2 3 4 
其 中 第 一 个 符号 表示 「 单元 」， 是 一 只 羊 ， 一 个 人 或 一 棵 树 的 抽象 化 
， 而 后 继 符号 则 表示 比 前 述 所 表达 者 再 增添 多 一 个 单元 ， 亦 即 


2=1+13=2+14=3+15=4 二 1 .…: 
101 = 二 100 十 1, 102=101 二 1 .…… ,如 此 类 推 
由 此 可 见 ， 自 然 数 系 最 为 原始 、 基 本 的 结构 就 是 [| 上 +1」4 运算。 在 自然 
数 系 这 一 串 顺 序 排 列 的 符号 体系 中 ， 和 后 继 者 就 是 前 者 [+T1」 之 所 得 ， 
所 以 任何 一 个 自然 数 都 可 以 由 工 起 始 ， 和 逐步 | 上 +1」 而 得 之 (其 实 这 就 
是 我 们 构造 自然 数 系 的 方法 ) 。 
把 上 述 事实 改 用 [数学 化 」 的 集合 用 语 来 描述 ， 即 为 : 
【数学 归纳 法 原理 】(Principle of Mathematical Induction) : 一 个 自然 数 
系 的 子 集 SCN 若 满足 下 述 两 个 条 件 
(0.1) (jles, (lineS—=n+i+les 
则 S 其 实 就 等 于 N。 
自然 数 系 之 所 以 有 用 、 好 用 是 因为 它 具 有 满足 交换 律 、 结 合 律 和 分 
配 律 的 加 法 和 乘法 运算 ， 这 都 是 大 家 所 熟知 常用 者 。 假 如 有 人 问 你 或 


者 你 自问 : [为 什么 那些 运算 律 总 是 成 立 的 呢 ? 」 此 问 显然 不 能 用 : 
| 实例 的 计 章 从 来 没 碰 到 不 成 立 的 情形 ， 所 以 应 该 是 成 立 的 」 ， 或 者 是 
人 云 亦 云 地 : 「[ 大 家 都 说 它们 总 是 成 立 ， 所 以 我 也 相信 它们 是 对 的 J] 
等 等 作为 解释 ， 因 为 自然 数 的 个 数 是 无 限 ， 而 实例 计算 所 能 验算 者 只 
是 很 小 、 很 小 的 一 部 分 ， 所 以 加 、 乘 运算 的 运算 律 的 普遍 成 立 是 需要 
加 以 论证 的 1 这 也 就 是 我 们 所 要 讨论 的 首 个 课题 。 此 事 当 然 得 从 加 法 
和 乘法 的 根源 〈 亦 即 本 质 ) 说 起 。 

加 法 的 本 质 万 是 1+1J 运 莫 的 复合 。 例 如 [+2」 就 是 把 [+1J4 做 两 
次 〈《 符 号 “2” 所 代表 的 意义 ) 的 结果 ， [+314 就 是 把 [二 14 做 三 次 的 
结果 ， 「 十 (有 2 十] 就 是 比 [+ 再 多 做 一 次 [上 +1J 者 也 。 由 此 可 见 
(0.2) a 二 T+ (n+1)= (a+n)+t+1 
其 实 就 是 加 法 的 归纳 定义 式 。 再 者 下 述 的 加 法 结合 律 所 描述 者 : 
(0.3) (a++m)+n=a+t (m+n) 
就 是 对 a 先 作 m 次 [十 1」 然 后 接著 再 作 n 次 [+1」 ， 其 结果 也 就 是 
对 a 作 (mn) 次 1+1J] ， 由 此 可 见 加 法 结合 律 的 普遍 成 立 是 直观 明 
显 的 。 把 它 改 用 数学 化 的 用 语 与 格式 说 清楚 ， 则 是 下 述 归 纳 论证 (proof 
by induction) ° 
【定理 0.1】 (加 法 结合 律 ) : (a 二 m)+n=a+ (m+n)。 

证 明 : 对 于 任 给 a, m， 归 纳 证 明 上 式 对 于 所 有 自然 数 nl 营 成 立 。 

(让 n=1 时 ，(a 十 m) 十 1 二 a 十 (m+ 十 1) 就 是 加 法 的 归纳 定义 式 。 

(ii) 由 归纳 假设 (a 十 m) 十 n= 二 a 十 (m 十 n)， 则 有 


(at+m)+(n+1)= [(a+m)+n|+l 
la+ (m+n)|+1 
a |(m+n)+1| 
a+ m+ (n+t1)| 


接著 让 我 们 再 用 归纳 法 来 证 明 加 法 交换 律 。 
【定理 0.2】 (加 法 交换 律 ) :a+b=b+a。 
证 明 : 先 用 归纳 法 证 明 (i a+1=1+a: 


加 法 归纳 定义 式 | 
归纳 假设 ] 

加 法 归纳 定义 式 | 
加 法 归纳 定义 式 | 


xl 


(ea=1 时 ，*，1+1=1+1 是 显然 的 。 
(2) 由 归纳 假设 w+1=1+a， 则 有 


(a+1)+1= (1+a)+1 [归纳 假设 | 
二 1 十 (ga 十 1) [结合 律 ] 


然后 再 由 归纳 假设 a 二 b= 二 0 十 a 证明 


(i) a+(6+1)= (+1)+a 


其 证 明 如 下 : 
a+(b+1)= (a+b)+1 [结合 律 ] 
二 (b+a)+1l [归纳 假设 | 
二 5 十 (a 二 +1) [结合 律 ] 
二 b+ (1l+a)= (V+1)+a 


现在 让 我 们 来 分 析 一 下 乘法 的 本 质 。 乘 法 其 实 是 自 相 加 的 缩写 : 
im.aJj 就 是 mm 个 a 自 相 加 的 总 和 (所 以 1.4=a) 
因此 (m 十 1) .a 所 表达 者 就 是 比 ma 再 多 加 一 个 a。 由 此 可 见 ， 乘 法 
的 归纳 定义 式 就 是 
(0.4) l:.a=a, (m+1):.a=m:a+t+a 
再 者 ， 乘 法 的 堪 分 配 律 : 
(0.5) mat+na= (m+n)'a 
就 是 说 把 mm 个 a 自 相 加 的 [总 和 J」 和 nn 个 a 自 相 加 的 [总 和 」 再 加 起 


来 ， 其 实 就 等 于 (m 十 n) 个 a 自 相 加 的 总 和 。 此 事 亦 为 直观 上 极为 明显 
者 ， 下 面 我 们 给 它 作 一 次 归纳 的 证 明 。 
[注意 ] : 在 尚未 证 明 乘 法 交换 律 之 前 ， 分 配 律 是 有 左 、 右 之 分 别 的 。 其 
实 ， 乘 法 交换 律 的 证 明 是 要 在 左 、 右 分 配 律 都 证 得 之 后 才能 证 得 者 。 
【定理 0.3】 (乘法 的 左 分 配 律 ) :mat+n:a= (m+n):a。 

证 明 : 对 于 任 给 m,a， 归 纳 证 明 上 式 对 于 所 有 自然 数 nn 医 成 立 。 
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(i) n=1 时， 由 定义 式 知 m:a+1.:a= (m+1):a 
(让 ) 由 归纳 假设 ma 二 na==(m 十 n):a， 则 有 

ma+(n+i+1l):a=m:a+i+(n:a+a) [ 乘 0 
(m:a+n:a)+a [加 法 结合 律 ] 
(m+n):ati+a [ 归 后 假设 ] 
[(m+n)+1|:a [乘法 归纳 定义 式 | 
Im+ (n+1)| :a 


【定理 0.4】 (乘法 的 右 分 配 律 ) :m:(a+b)=m:at+m:b。 
证 明 : 任 取 a,b， 对 m 作 归 纳 证 明 如 下 : 


(i) m 二 1 时 是 显然 成 立 的 。 


(让 由 归纳 假设 m:(a+ 中 二 ma 二 mb 成 立 ， 则 有 


(m+1):(a+0)=m:.(a+d)+(a+0b) [乘法 归纳 定义 式 ] 
= i a 二 +m:b) 十 (a+5) [ 眼 纳 假设 |] 
二 (m:a+t+a) 十 (m5 十 0) [加 法 结合 律 、 交 换 律 | 
= (m+1):at+ (m+1):b 


【定理 0.5】 (乘法 交换 律 ) :a.b=b.a。 
证 明 : 留 作 习题 。 

【定理 0.6】 (乘法 结合 律 ) : (a:b):c=a:(b.c)。 
证 明 : 留 作 习 题 。 


指数 符号 : 在 本 质 上 ， 和 来 方 乃 是 自 相 腾 的 缩写 。 我 们 常用 的 指数 符号 
， 其 归纳 定义 式 也 就 是 : 


(0.6) Bs. 
【 习题 】 

(1) 试 证 指数 定 则 qm .a" 二 amtn。 

(2) 试 证 指数 定 则 (a 0b)"=am.bm。 


(3) 试 证 指数 定 则 (ar = anm。 
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0.2 整数 数 系 


在 自然 数 系 内 ， 我 们 定义 减法 为 加 法 的 逆 算 : (4 -站 就 是 加 上 了 5 之 
后 就 等 于 a 的 那个 唯一 的 数 ， 亦 即 方程 式 


(0.7) T+b=a 
的 唯一 解 就 是 (a 一 0 。 但 是 在 自然 数 系 中 ， 上 述 方程 式 只 有 在 a 大 于 
时 才能 和 有 解 」! 在 此 ， 一 个 自然 而 然 的 想法 是 : 上 式 在 a <5D 时 在 自 
然 数 系 中 无 解 」 乃 是 由 于 自然 数 系 的 范畴 太 狭 罕 了 ， 因 此 可 以 把 它 作 
适当 的 扩充 来 消除 这 种 不 理想 的 缺陷 。 换 句 话说， 我 们 由 自然 数 去 构造 
一 些 新 的 数 ， 使 得 在 扩张 后 的 数 系 中 x 十 b= 二 a 总 是 有 唯一 解 。 例 如 设 
(0.8) z+1=1 
的 解 是 一 个 新 的 数 10」] ， 则 由 下 述 归 纳 论 据 
(0.9) 0+n=n 和 0+(n+t+1)= (0+n)+1=n+i+l1 
可 见 这 个 新 数 [04 应 当 满足 0+a=a (a 为 自然 数 )。 再 者 ， 我 们 也 
需要 引进 
(0.10) r+a=0 
的 解 ， 以 符号 | 一 qa]」 表 之 。 由 此 荔 见 在 a>5 时 ，X+b 二 a 的 解 是 一 个 
自然 数 (a 一 了 ， 而 在 a<5 时 x+b 二 a 的 解 就 应 该 是 那个 新 数 一 (b 一 a) 
， 因 为 理应 有 
—(b—a)+b= -pb-a)+ [C0—a)+al 

(0.11) =|—(b—a)+(0—a)|+a 

=0+a=a 
总 结 上 述 简短 分 析 ， 可 见 一 个 包含 自然 数 系 的 扩张 数 系 ， 若 要 满足 同样 
的 加 来 运算 律 ， 而 且 使 得 减法 通行 无 阻 ， 亦 即 x 十 b 二 a 对 于 任 给 a,b 
恒 有 和 解 ， 则 它 至 少 包 含 一 个 【0」 和 每 个 自然 数 a 的 负数 [一 a」 。 这 样 
一 个 数 系 就 是 我 们 常用 、 好 用 的 整数 系 : 


(0.12) Z=NU{0}U{-a,aeN} 
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当然 ， 我 们 还 得 要 适当 地 定义 整数 系 中 的 加 、 乘 和 指数 运算 。 在 这 个 
关键 性 的 步骤 上 ， 定 义 的 适当 性 的 检验 准则 是 在 扩张 的 数 系 中 依然 保 
有 各 个 运算 律 ， 因 为 那些 运算 律 乃 是 数 系 有 用 、 好 用 的 根本 所 基 。 其 
实 上 述 保有 运算 律 的 准则 业已 唯一 地 确定 了 整数 系 中 加 、 乘 、 指 数 运 
算 的 适当 定义 的 必然 性 。 兹 分 析 如 下 : 


【分 析 】: 
(1) 0+0=0,0+a=a,(-a)+a=0 乃 是 [0」 和 [gj 的 定义 式 。 
(2) 对 于 任 给 自然 数 ob， 


(—-a)+6=06+(-a)=0—a b>a 
0 


上 述 定义 之 必然 性 : 


若 5>a， 则 
(~a) +b= (-a)+ [a+(0—a) 
= |[(-a)+a| + (0—a) 
=0+(0—a)=0—a 
车 w > 0 则 
[((-a)+0] +(a—Db) = (-a)+[2+ (a—)| 


= (~-a)+a=0 
所 以 (-a)+b=—(a—b)。° 
(3) 对 于 任 给 自然 数 a， 避 有 
0.a=a:0=0,， (-1):a=a:(-1)= -a 
上 述 定义 之 必然 性 : 
0.a=(0+0):.a=0.:a+0.:4=S 0.4=0 
O00 LE (=D| os164( 1 0 (Dg 
访 (1):a= -a 


总 结 上 面 几 点 分 析 ， 可 见 我 们 业已 熟 习 的 整数 系 中 的 正 、 负 数 和 0 之 
间 的 计算 法 则 ， 其 实 乃 是 能 使 得 整数 系 的 运算 依然 保持 原先 的 那 一 套 
运算 律 的 和 唯一 可 能 定义 法 」 (必然 性 ) 。 当 然 ， 我 们 还 得 去 验证 这 
种 唯一 的 可 能 定义 法 是 真 的 能 够 保有 各 个 运算 律 的 1 这 一 点 是 很 好 的 
习题 题材 。 

【习题 】: 逐一 证 明 上 述 所 定义 的 整数 系 的 加 乘 运算 满足 加 、 乘 的 交 
换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 。 


0.3 有理数 系 


除法 乃 是 乘法 的 逆 算 : (a 0) 就 是 那个 乘 以 5 和 后 等 于 a 的 唯一 解 
(5 关 0)， 亦 即 方程 式 

rz:b=a, (#0) 
的 唯一 解 定义 为 (ga 十 中。 但 是 在 整数 系 中 ， 上 述 方程 式 只 有 在 b 是 a 
的 因数 ( 亦 即 a 是 b 的 倍数 ) 的 情形 才能 [有 和 解 ]。 由 此 可 见 ， 整 数 
系 还 得 要 加 以 适当 的 扩充 才能 消除 这 种 不 理想 的 『 缺 陷 上 | 。 这 也 就 是 
由 整数 系 到 有 理 数 系 的 扩张 。 
【定义 】: 对 于 任 给 整数 a 和 5(b 关 0) 定义 有 理 数 「」 为 方程 式 


、 
的 唯一 解 ; 务 见 它 也 是 人 .及 一 ak 的 解 ， 所 以 二 一 计 。 
a ad co C a C 
若 a 一 b 0 a 0 见 rn Ce | 一 》 之 车 an -和 亦 睛 
2 0 


b 二 a 和 xz.d 二 Cc 具有 同 解 ， 所 以 ad 二 Xbd 二 (xd)b 二 cb。 由 此 可 见 
[了 = 了 的 充 要 条 件 」 就 是 ad 一 cb。 


接著 让 我 们 来 分 析 一 下 有 理 数 之 间 的 加 法 和 乘法 应 该 如 何 定义 才能 
确保 有 理 数 系 的 加 乘 运算 依然 保有 交换 、 结 合 和 分 配 律 。 


名 we i PO 
人 
= ab'+avb 
所 以 应 该 如 下 定义 加 法 : 
a a ab 二 ab ， 
Por 


(2 aa’ p 
(0) 


采用 上 述 有 理 数 的 加 法 、 乘 法 定义 式 和 两 个 有 理 数 的 相等 检验 条 件 ， 
就 容易 把 有 理 系 的 加 乘 运算 律 归 于 整数 系 的 加 乘 运算 律 来 加 以 逐一 验 
证 。[ 此 事 留 作 习 题 ] 


指数 定义 的 推广 : 设 wb 是 非 零 整数 ，n 为 正 整数 ， 则 (7) 定义 为 1 
Q 二 、 b Wh 
又 为 全) 
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上 述 定 义 是 使 得 指数 定 则 在 指数 等 于 整数 时 恒 成 立 的 唯一 定义 法 ， 


| 国父 | = (9"，meaz 


[ 注 ] : 以 有 理 数 作为 指数 的 定义 需要 用 到 实数 系 的 连续 性 ， 我 们 将 会 在 
往 和 后 的 章节 系统 地 研讨 其 本 质 。 


0.4 实数 系 


在 概念 上 和 研讨 方法 上 ， 由 有 理 数 系 到 实数 系 是 一 个 大 幅度 的 跃进 
。 在 人 类 理性 文明 发 展 史 上 ， 这 个 跃进 发 生 于 纪元 前 五 、 四 世纪 十 和希 
腊 几 何 学 家 在 定量 几何 基础 理论 的 深入 研究 中 ， 由 长 度 度量 而 产生 的 
可 公 度 性 的 问题 。 在 这 里 我 们 把 Eudoxus 所 创 的 逼近 原理 和 逼近 法 ， 
改 用 现代 通用 的 术语 ， 把 从 有 理 数 系 到 实数 系 的 扩张 的 精 要 之 点 ， 作 
一 简朴 明确 的 叙述 。 (参看 基础 几何 学 之 一 的 82.4， 这 是 理性 文明 一 个 
重大 篇 章 ， 是 引人入胜 、 尼 发 人 深思 的 一 段 史 话 。 ) 

1. 不 可 公 度 直线 段 的 发 现 (Hippasus)， 事 实 胜 于 雄辩 地 证 明了 简单 
、 初 等 的 有 理 系 是 不 足以 表达 任 给 两 个 直线 段 之 间 的 比值 的 ;足以 用 
来 表达 、 研 讨 长 度 的 度量 的 数 系 肯定 要 包含 许多 许多 那些 不 可 公 度 的 
长 度 比值 的 非 比 实数 (irrational numbers)。 总 之 ， 它 是 一 个 比 有 理 数 系 
更 大 的 数 系 ， 我 们 称 之 为 实数 系 。 

2. Eudoxus 的 比较 原则 和 逼近 原理 明确 了 实数 系 和 有 理 数 系 之 间 的 
关系 ， 以 逼近 法 用 有 理 数 逼 近 非 比 数 ， 从 而 提供 了 研讨 实数 系 的 有 效 
途径 。 

3. 在 当年 Eudoxus 所 要 研讨 的 长 度 度量 问题 上 ， 比 值 a:b5b 是 1 原 
给 者 」， 对 于 每 个 nn， 他 证 明 存 在 由 qa:b 而 定 的 m 使 得 
m++1 


m 
7 三 :一 去 0 到 5 
n 


XVv1il 


从 而 构造 得 a :0 的 一 对 左 、 右 来电 数列 {rn} 和 {s%}， 所 以 根本 没有 
「 存 不 存在 一 个 被 它们 所 左 、 右 夹 逼 的 实数 ? 」 这 种 存在 性 问题 ， 因 为 
它 就 是 原 给 的 [1a:0j ! 但 是 在 近代 数学 中 ， 特 别 是 分 析 学 ， 我 们 经 常 
会 用 到 以 种 种 方式 构造 而 得 的 数列 ， 因 而 讨论 它们 的 极限 的 存在 性 问题 
就 自然 而 然 地 成 为 很 有 其 必要 了 。 归 根 研 底 ， 在 近代 数学 中 各 种 各 样 
的 存在 性 定理 之 所 本 就 是 被 上 述 左 、 右 夹 逼 数列 所 夹 逼 者 的 存在 性 ! 


总 结 上 面 三 点 ， 实 数 系 的 发 现 和 理解 都 和 长 度 度量 问题 密切 关联 
;而 实数 系 中 任何 一 对 左 、 0 ) 一 个 被 它们 
所 夹带 的 实数 〈 亦 即 它们 的 共同 极限 ) 则 是 直线 连续 不 断 的 解析 描述 
， 称 之 为 实数 系 的 连续 性 ， 而 它 又 是 近代 数学 中 各 种 各 样 存在 性 定理 
(例如 Sturm 定理 、 代 数 基本 定理 等 等 ) 的 证 明之 所 据 。 再 者 ， 实 数 
ee 任何 一 个 实数 都 能 用 一 对 左 、 右 夹 逼 
的 有 理 数 数列 去 唯一 地 描述 它 ; 反之 ， 任 给 一 对 左 、 右 夹 逼 的 有 理 数 
数列 也 都 描述 著 一 个 实数 。 这 料 不 但 简明 扼要 地 鹿 了 有 理 数 系 和 实 
数 系 之 间 的 关系 ， 而 且 也 提供 了 用 有 理 数 系 去 研讨 实数 系 的 有 效 途 径 
和 方法 。 


0.5 复数 系 


在 数 系 的 逐步 扩张 中 ， 不 论 在 概念 的 跳跃 上 和 所 涉及 的 方法 论 和 技 
术 性 上 ， 从 有 理 数 系 到 实数 系 这 一 步 都 是 跨 得 最 大 也 是 所 涉 最 为 艰巨 
者 。 所 幸 者 ， 实 数 系 和 直线 段 长 度 度量 问题 紧密 相关 ， 所 以 其 直观 性 
极 强 ， 而 且 是 定量 几何 学 上 必须 充分 理解 的 基础 。 这 也 就 是 为 什么 实 
数 系 的 理解 在 Eudoxus 重建 定量 几何 基础 理论 时 业已 大 体 完成 。 


相 比 起 来 ， 由 实数 系 到 复数 系 这 一 步 实 在 要 简单 得 多 。 本 质 上 只 是 
引进 一 个 平方 为 -1 的 [虚数 」 单位;(unit of imaginary number)， 然 
后 用 简单 自然 的 代数 公式 定义 所 有 能 够 表示 成 a 十 0i,a,bER 民 的 复数 
(complex numbers) 之 间 的 加 法 和 乘法 ， 即 


(a+h)+(ci+di) = (a+oe) + (+a)i 
(a+bi): (ct+di) = (ac— bd)+ (ad+ be)i 
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很 容易 用 直接 验算 证 明 这 种 扩张 的 数 系 C 依然 满足 加 、 科 的 交换 律 ， 
结合 律 和 分 配 律 o 再 者 ， 当 a, b 不 全 为 零 时 


、 a 
th) r=! 


所 以 复数 系 C 在 代数 方面 具有 和 有 理 数 系 @、 实 数 系 限 同 样 易 算 好 用 

的 运算 律 。 

【历史 的 注 记 】 : 复数 的 引入 ， 起 始 于 解 一 元 二 次 方程 式 : 
ar*+br+c=0 


在 判别 式 咏 一 4ac < 0 时， 上 述 二 次 方程 式 无 实 根 。 若 引进 复数 ， 则 上 
述 二 次 方程 式 的 解 恒 可 以 公式 


一 0 士 V 刀 一 4ac 
5 
2a 


表示 之 。 但 是 这 种 做 法 并 非 真正 有 其 必要 而 且 是 的 确 有 其 心理 障碍 的 
， 这 也 就 是 为 什么 把 1i]」 叫做 虚数 的 原因 。 但 是 到 和 后 来 发 现 解 一 元 三 
次 方程 式 的 公式 解 中 ， 即 使 其 三 个 根 都 是 相 异 实数 时 ， 其 公式 必须 通 
过 复数 然后 再 由 于 表达 式 中 两 部 分 的 虚 部 相 消 而 得 其 三 个 实 根 。 这 是 
第 一 次 在 数学 中 显示 复数 引入 的 某 种 必要 性 。 随 著 心 理 障 碍 的 逐渐 克 
服 和 对 于 复数 理解 的 逐渐 增加 ， 它 在 数学 中 的 用 场 和 重要 性 也 就 开始 
有 了 长 足 的 进展 ， 例 如 代数 基本 定理 的 证 明 ， 复 变 函 数论 在 十 九 世 纪 
的 莲 勃 开展 ， 以 及 它 在 电磁 学 、 量 子 力学 所 扮演 的 自然 而 且 基本 的 角 
色 。 复 数 系 已 经 是 理解 大 自然 必 不 可 缺 的 基本 数 系 了 。 


XX 


实数 系 和 次 数 的 连续 性 一 一 连续 艺 
数 的 基本 性 质 和 定理 举 仙 


直线 是 连续 不 断 的 ， 但 是 一 剪 即 断 ， 这 是 几何 直观 上 至 为 明显 者 ; 
但 是 几何 直观 是 不 能 用 来 计算 或 用 作 分 析 的 。Eudoxus 所 创 的 逼近 法 和 
允 近 理论 ， 亦 即 任 给 左 、 右 夹 志 数列 总 是 (唯一 ) 存在 著 为 其 所 夹 允 的 
实数 ， 则 把 上 述 直 观 几 何 概 念 转化 为 便于 讨论 的 [直线 连续 性 的 解析 
描述 ]， 从 而 重建 定量 几何 基础 理论 及 创 积分 法 之 锥 形 。 本 章 将 以 直 
线 ( 亦 即 实数 系 ) 的 连续 性 为 基础 ， 进 而 研讨 济 数 的 连续 性 (continuity 


of functions) ° 


1.1 实数 系 的 连续 性 


当年 十 希腊 几何 学 家 们 基于 「 可 公 度 人 
对 于 定量 平面 几何 的 重要 公式 ， 例 如 矩形 面积 公式 、 毕 氏 定 理 和 相似 三 
角形 定理 都 给 以 严格 的 证 明 ， eee A 
初 论 。 不 可 公 度 性 的 发 现 (Hippasus)， 使 得 十 希腊 的 整个 几何 学 界 经 历 
了 近 半 世纪 的 严峻 挑战 ; ee ，Hippasus 的 
发 现 乃 是 人 类 在 理解 大 自然 的 进程 上 ， 第 一 次 触及 空间 本 质 中 的 连续 性 
a 的 全 
Ss 5 定 。 因 此 其 所 证 者 ， 其 实 只 是 在 可 公 度 的 特殊 情形 的 证 明 ， 而 不 

公 度 的 一 般 情 形 ， 则 整个 理论 了 束 待 补 证 。 当 年 Eudoxus 就 是 在 这 样 
De 切 任务 的 挑战 下 ， 促 使 他 首创 晕 近 法 (method of approximation) 
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来 达成 几何 基础 论 的 重建 工程 。 融 近 法 的 思想 简朴 精 到 ， 它 不 但 是 理 
解 连续 性 和 重建 几何 基础 论 的 有 效 途 径 ( 如 今 反 观 ， 它 其 实 也 是 唯一 
的 途径 ) ， 而 且 其 用 途 广 泛 深 远 ， 乃 是 整个 分 析 党 和 数理 分 析 的 基本 
方法 ， 所 以 Eudoxus 当年 在 重建 几何 基础 论 的 成 就 ， 其 实 也 就 是 分 析 
学 的 基础 和 源 起 之 所 在 1 

改 用 现代 的 术语 来 说 ，Hippasus 的 发 现 使 得 我 们 认识 到 有 理 数 系 是 
不 足以 表达 直线 段 的 长 度 者 ， 亦 即 由 长 度 的 度量 (measurement of length) 
所 自然 产生 的 数 系 一 - 称 之 为 实数 系 一 -万 是 一 个 包含 有 理 数 系 为 其 真 
子 集 的 数 系 ， 而 Eudoxus 所 创 的 逼近 法 则 是 用 有 理 数 去 理解 实数 的 有 
效 途 径 。 用 通常 的 语 负 来 说 ， 有 万 是 一 种 以 [已 知 」 去 理解 | 未 知 」 、 
以 上 | 简 」 去 御 [ 繁 」 的 具体 实践 ， 亦 即 任 给 实数 几 可 用 有 理 数列 去 还 
近 之 ， 从 而 把 实数 系 的 研讨 ， 归 于 其 逼近 有 理 数 列 的 研讨 。 

为 了 便于 往 和 后 分 析 学 的 研讨 ， 让 我 们 改 用 现代 的 数列 术语 来 叙述 
Eudoxus 的 逼近 原理 和 逼近 法 : 
( 一) Eudoxus 比较 原则 : 

当年 Eudoxus 在 运用 其 所 创 的 逼近 法 去 克服 不 可 公 度 量 在 当年 定量 
几何 基础 论 所 产生 的 困难 时 ， 他 充分 认识 到 不 可 公 度 的 线段 比 和 有 理 
数 之 间 比 较 大 小 的 原则 必须 先行 明确 。 前 者 是 有 待 明确 的 [未 知 量 J] 
， 而 后 者 则 是 业已 熟悉 的 [已 知 量 」， 两 者 当然 不 会 相等 ， 所 以 万 是 
或 大 、 或 小 的 不 等 关系 。 由 此 可 见 ， 唯 有 明确 了 两 者 之 间 比 较 大 小 的 
直观 内 含 之 后 ， 才 能够 运用 这 种 大 小 关系 去 以 已 知 研讨 未 知 。 此 事 乃 
是 运用 逼近 法 去 研讨 各 种 各 样 未 知 量 的 首 务 之 要 。 其 实 ， 也 只 有 确定 
了 体现 其 正确 的 直观 内 涵 的 比较 原则 ， 才 能 确保 基于 这 种 比较 原则 ， 
用 逼近 法 所 逼近 者 万 是 具有 正确 直观 内 含 的 待定 者 。 例 如 在 研讨 不 可 
公 度 线段 比 AB: AB' 时 ，Eudoxus 明确 其 比较 原则 为 


GD 三 :3 全 en 他 
< Nn < 
(二 ) Eudoxus 遇 近 原理 : 


对 于 一 个 给 定 的 不 可 公 度 线段 比 AB :AB’ 和 任 给 正 整 数 N， 恒 有 
一 个 非 负 整数 jm， 使 得 


(1.2) 


ye 1 
yp er ee 
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改 用 现代 术语 ， 亦 即 对 于 任 给 一 个 正 的 非 分 数 (positive irrational number) 
入 ， 恒 有 一 对 左 、 右 夹 贡 的 分 数 数列 {aw} 和 {bn}， 满 足 


1 
(1.3) QN < 入 < bN, pbN 一 QN = 六 


(三 ) Eudoxus 等 量 定义 和 唯一 性 : 

当年 Eudoxus 对 于 两 对 不 可 公 度 的 线段 比 入 = 4B : A'B' 和 
人 二 AC : A'C' 相等 的 定义 乃 是 两 者 和 所 有 分 数 { 呈 } 都 具有 同样 的 
大 小 关系 。 改 用 现代 术语 表达 ， 亦 即 下 述 熟知 的 唯一 性 : 若 入 的 上 述 
左 、 右 夹 和 逼 数列 也 是 /的 左 、 右 夹 逼 数列 ， 即 
(1.4) or< 1 < by — an = 六 
对 于 所 有 正 整 数 NN 恒 成 立 ， 则 入 =/H。 上述 唯 一 性 的 要 点 在 于 bw 一 am 
在 V 无 限 增 大 时 可 以 小 到 任意 小 ，* 而 入 和 内 所 可 能 有 的 差别 ， 即 | 和 一 | 
， oo ， 所 以 它 必 须 是 零 ( 亦 即 入 = 凡 ) 。 以 现 
代 的 观点 和 术语 来 描述 : 任 给 实数 入 左 可 用 一 对 左 、 右 夹 逼 分 数 数 列 
{favw} 和 {bovw} 来 加 以 刻 ee 它们 之 间 的 关系 是 


(1.5) Ql <...<anv <ans<...<A<...<bvrH oN <...<h 


而 且 (Owr 一 avw) 一 0( 小 到 任意 小 ) 。 通 常 以 符号 av 一 入 舍 by 表达 之 
3 再 者 ， 因 为 (ov 一 CNv) 一 0 所 以 被 满足 上 述 条 件 的 一 对 数列 | {av} 和 
{pw} 所 左 、 右 夹 世 者 是 唯一 的 ， 亦 即 


(1.6) av AtbN 和 av 一 HbN SS 入 = 


(四 ) 左 、 右 夹 区 数列 的 [被 夹 志 者 」 的 存在 性 和 直线 的 连续 性 : 
相对 于 一 对 左 、 右 夹 遇 数列 ( 亦 即 {an} 递增 ，{bN} 递减 ， 而 且 
av <bn, (Dn 一 aN) 一 0 者 ) 之 [被 来 遇 者 」 的 唯一 性 ， 当 然 还 可 以 
探讨 其 存在 性 的 意义 何在 ?在 当年 Eudoxus 为 了 重建 几何 基础 论 的 研 
讨 中 ， 其 所 用 的 夹 逼 数列 万 是 为 了 夹 逼 一 个 已 给 的 不 可 公 度 线段 比 
而 造 构 者 ， 人 ， 其 存在 性 当然 不 成 问题 ， 而 他 所 要 
用 者 则 是 其 [唯一 性 」。 到 了 现代 的 分 析 学 ， 逼 近 法 的 应 用 的 范畴 和 
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用 法 大 为 扩展 和 深化 ， 其 中 就 自然 而 然 会 遇 到 确立 某 种 构造 而 得 的 来 
融 数 列 的 【被 夹 逼 者 」 的 存在 性 问题 。 归 根 究 底 ， 这 种 存在 性 的 确立 
( 亦 即 论证 之 ) 当然 要 有 所 本 (证明 是 不 可 能 无 中 生 有 的 ! ) ;而 分 
析 学 中 各 种 各 样 存 在 性 定理 之 所 本 就 是 下 述 最 为 简朴 基本 的 存在 性 ， 
亦 即 : 

[ 任 给 一 对 左 、 右 夹 允 数列 {fawn} 和 {bw}， 
恒 存 在 著 被 其 所 夹 电 的 实数 。 | 


在 此 ， 也 许 有 人 会 问 : [为 什么 ? 」 对 于 上 述 问 题 的 恰当 回答 并 非 是 [ 设 
法 加 以 论证 」。 因 为 这 种 [挖空心思 se E 还 比 不 上 
所 证 者 的 直观 性 和 简朴 性 ， 岂 非 画蛇添足 !? 总 之 ， 上 述 问题 的 恰当 回答 乃 
是 直截了当 地 明确 上 述 ee 卖 不 断 的 连续 性 
(the continuity of a straight line)。 我 们 对 于 一 条 直线 的 几何 直观 是 : 它 本 
身 是 连续 不 断 的， 但 是 一 剪 即 断 。 一 条 直线 上 上 任 给 一 点 书 把 直线 分 隔 成 
不 连通 的 两 段 。 由 此 可 见 ， 一 条 直线 是 不 能 缺 掉 其 中 任何 一 点 的 ， 否 则 直 
线 就 不 是 连续 不 断 的 了 ， 是 不 ? 归根 究 底 ， 上 述 存在 性 的 「 否定 」 的 直观 
内 含 就 是 缺 掉 夹 逼 于 其 间 的 那个 点 〈《 亦 即 直 线 具 有 切断 点 是 也 ) ， 所 以 上 
述 存 在 性 的 肯定 乃 是 直线 的 连续 性 的 解析 描述 ( 亦 即 数量 化 ， 确 切 化 ) 
， 通常 把 它 叫 做 实数 系 的 连续 性 (continuity of real number system)。 它 
是 整个 分 析 学 的 一 个 重要 基石 ， 是 所 有 分 析 学 的 存在 性 定理 的 论证 依 
据 。 我 们 将 在 往 和 后 的 章节 中 逐步 逐 样 解说 逼近 法 和 连续 性 在 数理 分 析 
中 既 深 且 广 的 用 场 。 


1.2 连续 函数 的 基本 概念 


首先 ， 让 我 们 先 来 分 析 一 下 函数 的 连续 性 的 直观 内 含 和 应 该 如 何 赋 
以 明确 的 定义 。 用 函数 = f(z) 的 图 象 的 几何 直观 来 说 ，jz) 在 一 个 
区 间 [a,0] 上 的 连续 性 也 就 是 其 图 象 乃 是 一 条 『「 连 续 不 断 」 的 曲线 。 如 
[图 1-1| 所 示 ， 它 可 以 看 成 一 个 动 点 P(t, f(t)) 在 时 间 由 t+ 二 a 到 t=b 
所 经 过 的 轨迹 ， 当 ww 二 +t 作 微小 的 变动 时 ，Yy = f(t) 也 只 能 作 微小 的 变 
动 o 
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[图 1-1 | 


把 上 述 直 观 内 含 局 部 化 到 一 个 取 定 点 zo 的 微小 邻近 来 看 ， 亦 即 : 

| f(x) 和 f(zo) 的 差别 是 可 以 小 到 任意 小 的 ， 只 要 ww 和 zo 的 差别 小 到 
足够 小 上 」 。 改 用 数学 语句 来 说 ， 即 为 : 

| 对 于 任 给 。>0， 恒 有 6>0 使 得 

[zol < 0 3 |f (9) = (0) eed 

其 实 ， 这 也 就 是 lim f(z) = f(zo) 的 定义 是 也 。 
【定义 】 (函数 连续 性 ) :函数 f(z7) 在 w= 二 zo 点 连续 的 定义 就 是 
lim f(7) = f(zo) ; f f(z) 在 区 间 [a,0b|] 之 上 连 0 f(x) 在 [a,0| 
之 中 的 每 一 点 zo 都 是 连 续 的 ( 亦 即 在 [ab 上 到 处 连续 ) 。 

我 们 也 可 以 改 用 数列 术语 来 令 述 f(x) 在 [a,0|] 之 上 的 连续 性 ， 即 : 


设 {sn} 是 一 个 取 值 于 f(x) 的 定义 区 间 [a,8] 之 中 的 数列 ， 而 且 
lim s, 二 入 ， 则 恒 有 


(1.7) tim jls) = f(A)， 亦 即 lim f(sn) = f(lim s,) 
[ 注 一 ] : 一 个 函数 f(z) 在 一 个 给 定点 zo 的 连续 性 乃 是 上 述 极限 式 对 于 


所 有 以 zo 为 其 极限 值 的 数列 避 成 立 。 由 此 可 见 ， 一 个 函数 f(x) 在 [a 
之 上 的 连续 性 乃 是 上 述 局 部 化 的 连续 性 对 于 [a, 四 之 中 的 每 一 点 沉 成 立 
， 其 所 包含 的 条 件 是 非常 庞大 的 。 


[ 注 二 ] : 自然 界 各 种 各 样 的 动态 事物 ， 其 变动 


|: 动 的 常态 是 逐渐 的 改变 ， 
即 连 续 地 改变 ， 所 以 描述 它们 的 参 变 量 之 间 的 函 


se 
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ex 
py 
| 


连续 函数 。 当 然 也 会 有 某 些 特殊 的 临界 情况 ， 会 出 现 不 连续 的 改变 ， 
其 相应 的 函数 就 会 出 现 不 连续 的 「 奇 点 」(singularity)。 

接著 让 我 们 研讨 在 财 区 间 [a,0| 之 上 的 连续 函数 所 具有 的 某 些 基本 性 
质 ， 它 们 在 分 析 学 的 基础 理论 中 扮演 著 重 要 的 角色 。 
【定理 1.1】 (中 间 值 定理 ) : 设 jz) 是 在 [a,0| 之 上 连续 的 函数 ， 而 
c 是 介 了 乎 于 f(a) 和 f(b) 之 间 的 任 给 实数 ， 则 至 少 存 在 一 个 a,5 之 间 的 
点 Z0 使 得 f(z0)= 二 Cc。 


证 明 : 令 g(7) = f(z) 一 c， 则 由 上 所 设 
(1.8) g(a) .9(0) = (f(0) 0:(f0) -ce)<0 
而 我 们 所 要 证 明 者 就 是 存在 a < zo <0 使 得 g(x0) 二 0。 由 g(x) 的 图 象 
来 看 ， 它 是 一 条 端点 ( 即 (a, g(a)) 和 (b, g(0)) ) 分 居于 x- 轴 的 两 侧 的 一 
条 连续 曲线 。 从 几何 直观 上 是 可 以 想到 它 必须 和 x- 轴 至 少 有 一 个 交点 。 


4 ~ 
人 y 二 9(z) 和 2 = 一 9g(z) 之 图 象 


(a,0) ' 


[ 图 1-2 ] 
首先 ， 我 们 要 认 清 上 述 存 在 性 的 证 明 自 然 要 用 到 实数 系 连 续 性 的 解析 描 


述 ， 即 那个 左 、 右 夹 逼 数列 [所 夹 逼 者 」 的 存在 性 。 而 下 述 证 法 也 就 是 
利用 g(x) 在 [a,0| 之 上 的 连续 性 和 g(a).g(0) < 0 去 构造 一 对 左 、 右 夹带 
数列 {Qn} 一 全 { 如 }， 使 得 其 所 夹 逼 者 zo 就 是 所 求 者 ， 亦 即 g(x0) 二 0。 


以 [a, 中 的 中 点 3(a+b) 把 [a, 中 二 等 分 成 左 、 右 两 段 。 若 g(3(a+b 
则 定理 业已 得 证 。 不 然 ， 则 g(#(a 十 了 )) 关 0 必然 和 蜡 号 的 {g(a), g( 
之 一 异 号 ， 因 此 必 有 一 个 半 段 [a1,H] 依然 满足 {g(a1),g(D1)} 

如 此 逐次 二 等 分 (不妨 设 每 次 的 分 点 都 不 是 g(7) 的 零点 ) ， 
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. [an,bn] 取 其 半 段 [on om 使 得 {g(an41),g(0n41)} 依然 保持 异 号 。 
这 样 就 构造 而 得 一 对 左 、 右 夹 逼 数列 {an} 一 全 {0%}， 它 具有 


(1.9) 9(an) 9(0n) <0 对 于 所 有 n 成 立 

在 此 ， 由 实数 系 的 连续 性 即 得 它们 所 夹 允 者 的 存在 性 ， 令 其 为 ro， 亦 即 
(1.10) lim an = 20 = lim 加 

再 者 ， 由 g(7z) 的 连续 性 和 (1.9)- 式 即 有 


D> go go) do go) 一 gc on 


【定义 】 : 一 个 定义 于 区 间 [w 中 上 的 函数 Flz)， 若 其 值 恒 小 于 或 等 
于 一 个 给 定常 数 氏 ， 则 称 之 谓 上 有 界 者 (bounded abovej， 而 到 则 是 
{f(z),a x 之 中 的 一 个 上 界 ， 亦 即 


(1.12) f(z)<K, a<zr<b 


若 把 上 式 的 “< K” 改 为 “> K” 恒 成 立 ， 则 称 玉 为 {f(x),a 达 XO 的 
一 个 下 界 ， 而 f(z) 则 (bounded below) 。 

上 、 下 均 有 界 者 ， 通 常 简称 为 有 界 者 pi 
【 引 理 1.1】: 设 f(x) 为 [a,0] 上 的 一 个 连续 函数 ， 则 f(x) 是 有 界 者 。 


证 明 : 上 有 异性 和 下 有 界 性 的 证 明 本 质 完全 一 样 ， 我 们 将 用 反 证 法 
来 证 明 其 上 有 界 性 。 


设 f(z) 在 [@ 引 之 上 没有 上 界 。 将 [a, 四 等 分 为 两 个 半 段 ， 则 f(z) 
至 少 在 一 个 半 段 上 没有 上 界 。 如 此 逐次 二 等 分， 每 次 取 其 半 段 ， 依 然 
保持 f(z) 在 其 上 是 没有 上 界 者 ， 这 样 就 构造 而 得 一 对 左 、 右 夹 逼 数列 
{an} 二» { 人 名 } ， 使 得 f(z) 在 [ws 如 ] 之 上 是 没有 上 界 的 。 在 此 ， 再 用 实 
数 系 的 连续 性 得 知 存 在 被 其 所 来 区 的 zo， 亦 即 


(1.13) lim av = zo = lim bn 
N00 也 一 OO 
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亦 即 在 To 的 任意 小 的 邻近 (Zo — 6, wo + 6), 06>0， 总 是 包含 著 一 个 亿 足 
够 大 的 [an, Dn] ° 


一 方面 由 f(x) 在 zo 点 的 局 部 化 连续 性 得 知 当 9 足够 小 时 
(1.14) lz— zo <6 > f(r)— fro)| <e 


所 以 f(z) 在 (zo 一 6,z0 十 6) 之 上 显然 是 有 界 的 ， 所 以 在 它 的 子 区 间 
[an,bn| 之 上 当然 也 是 有 界 的 。 但 是 另 一 方面 ， 由 上 述 {an} 一 全 {0w} 的 
构造 法 ， 我 们 一 直 保持 著 f(z) 在 [on 加] 上 的 无 上 界 性 。 两 者 显然 矛盾 
， 这 也 就 证 明 原本 的 假设 和 f(z) 在 [a,0] 之 上 的 连续 性 是 互相 矛盾 的 ， 
所 以 Flz) 在 [ww 中 之 上 是 有 界 的 。 


【 引 理 1.2】: 设 S 是 一 个 有 上 界 的 非 空 实数 子 集 ， 则 在 其 所 有 上 界 之 
中 ， 必 有 其 最 小 者 ， 称 之 谓 S 的 极 小 上 界 。 同 理 ， 设 S 是 一 个 有 下 界 
的 非 空 实 数 子 集 ， 则 在 其 所 有 下 界 之 中 ， 必 有 其 最 大 者 ， 称 之 谓 S 的 
极 大 下 界 。 


证 明 : 若 5 中 有 一 个 极 大 者 so (或 极 小 者 4) 则 它 显然 就 是 65 的 
极 小 上 界 (或 极 大 下 界 ) 。 所 以 我 们 不 妨 在 下 述 证 明 中 设 S 中 没有 极 
大 者 〈 或 极 小 者 ) 。 

设 Ki 是 6 的 一 个 上 界 ，ki 是 5S 的 非 上 界 ( 亦 即 至 少 具有 一 个 大 于 
hi 的 sES)。 将 [hi, Ki| 等 分 为 两 段 ， 选 取 其 半 段 [ko, Ka] 满足 Ko 为 
S 的 上 界 而 ho 则 并 非 S 的 上 界 。 如 此 逐次 两 分 ， 每 次 由 [i, Kn] 选取 
其 半 段 [bri, Knii]， 使 得 Ki 和 hil 分 别 保 持 其 S 的 上 界 性 和 非 上 
界 性 。 如 此 即 得 一 对 左 、 右 夹 各 数列 {hi} 全 全 {Ki}。 不 难 验 证 它们 所 
夹 逼 者 ， 就 是 SG 极 小 上 界 。 
【定理 1.2】( 极 小 值 、 极 大 值 存在 定理 ) : 设 Fz) 为 [ww 中 之 上 的 一 
个 连续 函数 ， 则 [a,0] 之 中 存在 20 和 Zo 使 得 


(E10 FC (ne 
对 于 所 有 a < 之 xX <b 恒 成 立 。 


证 明 : 由 [ 引 理 1.1] 得 知 S = {f(z),a x < 四 是 有 界 的。 再 由 
[ 引 理 1.2] 得 知 S 分 别 具 有 其 极 小 上 界 和 极 大 下 界 ， 以 M 和 m 记 之 。 而 
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本 定理 所 要 证 明 者 乃 是 在 [a,0| 之 中 分 别 存在 20 和 Zo 使 得 Fl2o) = MI 
f(Xo) = m。 其 证 法 依然 是 用 二 分 法 去 分 别 构造 两 对 左 、 右 夹 允 数列 
{ox} 一 和 {0n} 和 {Qh} 二 全 {04}， 其 所 夹 交 者 分 别 是 所 求证 其 存在 性 的 
20 和 Zo。 其 逐步 归纳 构造 法 则 分 别 如 下 : 


设 S=S'US" 是 一 个 有 界 实数 集 ， 则 在 S' 和 5" 之 中 至 少 有 其 一 
， 它 的 极 小 上 界 (或 极 大 下 界 ) 和 S 的 极 小 上 界 (或 极 大 下 界 ) 相同 
。 基 于 上 述 简 单 事实 我 们 可 以 逐步 归纳 地 由 [ou 名] 和 [w, 以 ] 分 别 取 


其 半 段 为 lanttbntt] (及 [a iy re] 使 得 f(z) 在 [an 上 ( 
[aipi0%41] 上 ) 的 极 小 上 界 (及 极 大 下 界 ) 依然 是 人 (及 nm) 。 


令 Xo0 (及 Xo0) 分 别 是 {an} 二 全 {0w} (及 fo 全 生僻) 所 左 、 右 
夹 逼 者 。 ee A 所 构造 的 
[on 如] 和 [of 的 ] 的 性 质 验证 flzo) = M 及 f(z0)=m 


[其 验证 留 作 习题 ] 


沁 


均匀 连续 性 : 


在 一 个 给 定 函 数 f(z) 的 局 部 化 逐 点 连续 性 的 解析 描述 中 ， 那 个 足够 
小 的 6>0 使 得 


(1.16) Iz—zol<6 > |f(7) -f(zo)| <e 


是 随 著 6e > 0 和 给 定点 20 的 取 定 而 定 的 。 一 般 来 说 ， 对 于 同一 >0， 
在 zo 点 业已 足够 小 的 6 对 另外 一 点 2 就 可 能 不 够 小 。 是 否 能 够 选取 
一 个 仅仅 随 著 e > 0 而 定 的 65>0， 它 对 于 f(z) 在 [a,b| 之 上 每 一 点 的 
局 部 化 连续 性 都 足够 小 呢 ? 亦 即 是 否 对 于 任 给 6 >0， 总 是 有 一 个 足够 
小 的 6>0， 使 得 


(1.17) [ti1—z2|<6 SD |f(z1) — f(r2)| < e 


能 够 对 于 所 有 zi, x2 E [a,0| 均 成 立 呢 ? 这 种 比较 划一 的 连续 性 叫做 均匀 
连续 性 (uniform continuity)。 

【定理 1.3】 : 设 f(x) 是 一 个 在 [a,b| 上 的 连续 函数 ， 则 它 也 是 在 [o 吕 
上 均匀 连续 的 。 
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证 明 : 我 们 将 用 反 证 法 ， 亦 即 由 上 述 命题 的 否定 命题 」 出 发 ， 运 
用 f(x) 在 [ob 上 的 连续 性 和 实数 系 连 续 性 去 推导 矛盾 。 为 此 ， 我 们 得 
先 将 其 否定 命题 的 逻辑 内 含 加 以 明确 : 

flz) 在 四 避 上 并 非 均匀 连续 者 ， 乃 是 存在 有 一 个 so > 0 使 得 不 论 
5 > 0 有 多 度 小 ， 在 [a 中 之 中 总 会 有 一 对 相距 小 于 6 的 {zi za} ， 使 得 
[f(x1) — f(r2)| > so。 

我 们 把 上 述 命题 以 『 P(e0) 在 [@, 四 上 成 立 」 简称 之 。 


把 [a, 吕 等 分 为 两 段 ， 则 其 中 至 少 有 一 个 半 段 [a1,b4] 使 得 P(eo) 依然 
在 [a1,b1] 上 成 立 。 假 车 不 然 ， 亦 即 有 一 个 足够 小 的 5 使 得 


(1.18) 12 < Z2| <0 一 | (21) = f (x2)| < 50 


对 于 {zl'z2} 同 在 前 半 段 或 同 在 后 半 段 时 蛋 成 立 。 再 者 ， 由 jz) 在 分 
点 3(a 十 中 的 连续 性 ， 即 有 另 一 个 足够 小 的 5 > 0 使 得 


1 E0 
1.1 一 一 b 一 
(1.19) 7 一 (二 本 


Ce) 


不 妨 设 6<6。 因 此 当 zi, wo 分 居于 前 、 和 后 半 段 时 ， 亦 有 


所 以 和 P(e0) 在 [ao 外 上 成 立 的 假设 相 了 矛盾 。 由 此 可 见 P(e0) 至 少 在 一 
个 半 段 [a1,01] 上 成 立 ， 而且 我 们 可 以 逐次 二 等 分 ， 每 次 选取 其 中 半 段 
[anybn]， 依 然 保 持 P(e0) 在 [an,bn] 成 立 。 这 样 ， 就 构造 而 得 一 对 左 、 右 
夹 逼 数列 {Qn} 一生 {0%}, P(eo) 在 所 有 [aw,bn|] 上 器 成 立 。 由 实数 系 连 续 
性 ， 存 在 著 它们 所 夹 通 的 zo。 由 jz) 在 zo 点 连续 性 即 有 一 个 足够 小 
的 6 使 得 


(1.20) = 0 = |< 
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再 者 ， 当 多 足够 大 时 ， 显 然 有 [aw,bn] C (zo 一 6,zXo 十 6)。 因 此 


Z1;22 Elanbn| Sr mrol<6, |r2—zrol<56 


二 
E0 E0 有 
< 0 
显然 和 所 构造 的 P(e0) 在 [a,b] 成 立 相 矛 盾 。 归 根 研 底 ， 上 述 矛 盾 证 明 
了 原始 假设 P(e0) 在 [a, 明 上 成 立 万 是 不 能 成 立 的 。 这 也 就 证 明了 f(z) 
在 [4 四 上 的 均匀 连续 性 。 


1.3 多项式 函数 


在 各 种 各 样 函数 之 中 ， 最 为 简朴 者 首 推 多 项 式 函 数 。 一 个 给 定 的 多 
项 式 函 数 f(z)， 其 在 a 点 的 函数 值 可 以 由 所 给 的 代数 式 直接 计算 而 得 
。 再 者 ， 一 个 多 项 式 f(x) 在 a 点 邻近 的 局 部 性 质 的 研讨 是 非常 简单 明 
了 的 。 我 们 可 以 用 替换 x 二 a 十 t 把 它 改写 成 的 升 暴 多 项 式 ， 亦 即 


(1.21) f(z)= f(a+t)= f(a) +ett+cet +t...+cnt 


其 中 | 寻 是 足够 小 者 ， 因 而 右 侧 各 项 的 绝对 值 乃 是 随 著 次 数 的 升 高 而 大 
幅 缩小 ， 因 此 它们 的 局 部 影响 力 显然 是 高 次 项 要 和 远 小 于 低 次 项 ， 可 以 
说 万 是 | 阶段 分 明 ， 一 目 了 然 」 者 也 。 由 此 可 见 ， 要 研究 一 般 函 数 在 a 
点 邻近 的 局 部 性 质 的 一 个 好 办 法 就 是 设法 用 多 项 式 函 数 去 局 部 融 近 它 
， 从 而 把 所 给 函数 在 a 点 的 局 部 性 质 的 研讨 ， 归 于 其 局 部 逼近 多 项 式 
的 局 部 性 质 而 研讨 之 。 其 实 ， 这 也 就 是 [微分 学 」 的 基本 思想 1 本 节 
先 将 对 多 项 式 的 常用 基本 性 质 作 一 简要 论述 。 (参看 基础 代数 学 第 一 
、 二 、 三 章 的 讨论 。) 


1.3.1 多 项 式 的 唯一 性 定理 与 插值 公式 
由 熟知 的 简易 公式 


(1.22) (2 — a)= (tar +ar +...+ar !) 
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(1.23) /四 = 
则 有 | 
je > cnet ah) 
(1.24) = (zt—a) pp az 2 十 ...+a* 1) 
= 


[ 注 ] : 由 (1.24)- 式 易 见 


(1.25) dd nA) 


Ta 4 


= lim q(x, a) = g(a, a) = Pali 


【定理 1.4】: 一 个 n 次 多 项 式 f(z) 至 多 只 有 n 个 相 央 的 根 。 再 者 ， 
一 个 n 次 多 项 式 由 其 在 ( 相 骨 的) (n 十 1) 点 之 值 所 唯一 确定 。 


证 明 : (用 归纳 法 易 证 : 当 {ai,1 <i<Hl} 是 f(zx) 的 1 个 相册 之 根 
， 则 
jzZ)=(C 一 az 一 QQ(z) 
所 以 当 《[= 二 nn 时 ， 


f(x) = cz — a)...(7— an) 
显然 任何 和 {ai,1 <i<n} 都 不 同 的 ani1 不 可 能 使 得 f(a41) 一 0， 因为 
f(ant1) 一 Cn (an+i 时 a1) 本 (an+1 a an) 


乃 是 (n 十 1) 个 非 零 者 的 乘积 ， 也 一 定 是 非 零 的 。 

(i) 设 f(z) 和 g(z) 都 是 次 数 至 多 为 nn 的 多 项 式 ， 而 且 它 们 在 相册 的 
(mn 二 1) 个 点 {qj,0 之 j 之 n} 上 取 相 同 之 值 ， 则 f(z) 和 g(x) 必须 是 同一 
个 多 项 式 。 假 若 不 然 ， 则 (f(z) 一 g(z)) 万 是 一 个 次 数 至 多 为 见 的 多 项 
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式 ， 而 由 所 设 它 至 少 有 (n 十 1) 个 相 异 的 根 {0;,0 之 7 了 <<n}， 此 事 和 (i) 
中 所 证 矛盾 。 


插值 问题 和 插值 公式 : 

既然 一 个 次 数 至 多 为 nn 的 多 项 式 jz) 业已 由 它 在 (n 十 1) 个 取 定 点 
{aj,0 之 jn} 之 值 所 唯一 确定 ， 自 然 就 会 问 下 述 存 在 性 问题 : 
【插值 问题 】: 设 {aj,0 < 7 < n} 是 任 给 (n 十 1) 个 相 骨 之 点 ， 
{vj,0 之 j 之 n} 是 任 给 (不 一 定 相册 ) 之 值 。 是 否 存 在 一 个 次 数 至 多 为 
n 的 多 项 式 f(x) 使 得 


(1.26) fla)=%v;, 0<j<n 


由 中 国 古 算 中 韩信 点 兵法 的 启示 ， 我 们 应 该 先行 求解 {v;} 之 中 只 有 
一 个 是 1 而 其 他 恬 为 零 的 情形 ， 例 如 v0 二 1,w1= 二 v2 一 ... 二 vy 二 0°。 由 
[定理 1.4， 这 个 所 求 的 fo(z) 可 以 表达 成 


(1.27) Ji(zZ)=cZ 一 az 一 ao).(Z 一 on) 
而 且 

(1.27") 1= fo(a0) = c(a0 ~ ai1)(Q0 ~ a2)... (a0— an) 
所 以 


(128) le) = Te- /Ieee 


同 理 ， 那 个 满足 fi(ak) 二 1 而 且 fr(aj) 二 0,7 关 者 即 为 


(1.29) fr(z) = ] Tc 一 “)/ ] [a — a;) 
jk jk 
至 此 ， 我 们 所 求 的 一 般 公式 业已 呼之欲出 的 了 。 只 要 用 分 配 律 就 可 看 出 
(1.30) f(z) = > vefi(z) 
k=0 
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显然 就 是 那个 所 求 者 ， 因 为 及 (aj) 中 只 有 所 (aj) 一 1， 其 他 展 为 0， 亦 即 
(1.31) f (a;) = > vefr(a) = vifj(0;) = v; 

k=0 
这 也 就 是 Lagrange 插值 公式 ， 它 其 实 就 是 韩信 点 兵法 的 直接 推广 。 


让 我 们 再 用 函数 的 图 象 的 观点 来 研讨 上 述 插 值 问题 ， 则 所 求 者 万 是 
(n 十 1) 个 待定 系数 {ck,0 之 kn} 使 得 y= f(z) = ck 人 的 图 象 过 
(r+) 个 给 定点 {(oh oj0< 了 < 器 。 


(Qj ,0;) 


[图 1-3] 


设 (X,Yy) 是 Y= f(x) 图 象 曲 线 上 任意 一 点 ， 则 有 下 列 {cp,0 之 hn} 的 
条 件 方程 组 


(1.32) #30 


把 它们 想 成 以 下 述 (nn 十 2) x (nn 十 2) 方 阵 为 其 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 


三 人 
—vo 1 ao ... Qo 
1.32/ 
2 —v; 1 Qa; 07 
Ur Gm ss 
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则 它 具 有 非 零 解 (-1,co,...cn) 的 充 要 条 件 就 是 上 述 方 阵 的 行列 式 等 于 
0， 亦 即 


三 人 下 

一 V0 1 Q0 ... Q0 
(1.33) Uj 1 Qj ... 为 Sl 

一 mn 1 an ... an 


把 上 述 行列 式 以 第 一 列 (first column) 展开 ， 遍 除 以 (-y) 的 系数 子 行列 
式 ， 再 用 熟知 的 Vandermonde 行列 式 公 式 即 得 回 Lagrange 公式 


(1.30) -y+ >》_vefi(z)=0 
k=0 
所 以 (1.33) 和 (1.30) 是 相通 的 两 种 插值 公式 。 


1.3.2 单元 多 项 式 的 除法 与 辊 转 相 除 求 公 因 式 


设 天 是 一 个 在 四 则 运算 上 满足 和 有 理 数 系 (或 实数 系 、 复 数 系 ) 同 
样 的 运算 律 的 体系 ， 通 常 称 之 谓 域 (fleld)。 令 klz] 是 所 有 以 大 中 的 元 素 
为 系数 的 多 项 式 所 组 成 的 代数 体系 ， 通 常 称 之 谓 kh 上 的 单元 多 项 式 环 
(polynomial ring over 有 )， 它 具有 熟知 的 加 法 和 乘法 ， 而 且 满 足 常 用 的 运 
算 律 例如 加 、 乘 的 结合 律 与 交换 律 ， 乘 对 于 加 的 分 配 律 等 等 。 总 之 ， 
k[z] 在 加 和 乘 上 和 整数 系 在 加 和 乘 上 具有 十 分 相似 的 运算 律 。 再 者 ， 
klz] 也 具有 和 整数 系 类 似 的 带 父 除 式 ， 亦 即 

【 引 理 13】: 设 f(z), g(z) 是 kz] 中 任 给 一 对 多 项 式 ，g(z) 关 0， 则 存 
在 唯一 的 商 式 g(z) 和 休 式 r(z) 使 得 


(1.34) f(x) = g(x) g(x) 十 TO 
而 且 7(zZ) 的 次 数 低 于 g(x) 的 次 数 ， 或 r(x) 三 0。 


[注意 ] : 非 零 常数 的 次 数 为 0， 但 是 零 多 项 式 的 次 数 则 定义 为 -co。 唯 
有 如 此 定义 ， 通 用 的 公式 


(1.35) deg(D(Z) q(x)) = degP(Z) + deg q(7) 
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才 得 以 普遍 成 立 。 
证 明 : 设 f(x) 和 g(x) 的 次 数 分 别 是 nn 和 mm。 
若 <m， 则 g(x) = 0,7(z)= f(z)° 
若 nn 二 mM， 则 g(x) == 名 ,7(7z) = f(zX) 一 和 g(x)， 其 中 aor” 和 boxm 分 


别 是 f(z) 和 g(x) 的 首 项 。 " 
若 nn>m， 则 易 见 
(1.36) f(z) = (2) — rr" . g(x) 


的 次 数 低 于 nn， 所 以 即 可 对 nh 归纳 证 之 。 
【定理 1.5】: 设 d(x) 是 f(z) 和 g(z) 的 最 高 公 因 式 ， 则 存在 kz] 中 适 
当 的 4(z) 和 B(z) 使 得 

(1.37) d(x) = A(z)f (x) + B(z)g(7) 


证 明 : 在 整数 系 的 情形 ， 我 们 有 熟 知 的 轰 转 相 除 求 两 个 给 定 整 数 mm,， 
n 的 最 大 公约 数 。 同 样 的 ， 在 k[z] 中 也 有 同样 的 驾 转 相 除 求 两 个 给 定 
多 项 式 f(z) 和 0 (1.37)- 式 乃 是 这 样 求法 的 直接 推论 


。 因 为 逐次 所 得 的 休 式 总 是 可 以 表达 成 f(z) 和 g(z) 的 倍 式 之 和 者 也 ， 
例如 
m(Z) = 1: f(z)+ (~—q(7z)) .9(z) 
(1.38) 7r2(Z) = 工 .9(Z) 十 (一 92(Z)) :71(2) 
= (-@(zZ))JzZ)T(+O(z)go(zZ))g(Z) 等 等 


【定义 】: 若 f(z) 含有 因 式 (7 一 a)?， 则 称 a 为 f(z) 的 一 个 重 根 
(multiple root) ° 


易 见 a 是 f(z) 的 重 根 的 充 要 条 件 是 f(a) = 0 而且 Df(a) = 


【定义 】: 若 f(z) 和 g(x) 的 最 高 公 因 式 d(x) 次 数 是 0， 则 称 f(z) 和 
9(X) 是 互 素 的 (relatively prime)。 


【推论 】 : 设 f(z) 和 g(x) 是 互 素 的 ， 而 且 


(1.39) degP(Z) < deg f(x) + deg g(x) 


基础 分 析 学 之 一 


1.3.， 多 项 式 函 数 17 


则 存在 唯一 的 一 组 p(X) 和 qd(z)， 使 得 


p(x) g(x) 


ha) 
ey Ta pl le 


而 且 degp(Z) < deg f(x), deg q(x) < deg g(7X)° 


证 明 : 由 所 设 ，1 可 以 表达 成 Flz) 和 g(z) 的 倍 式 之 和 ， 即 有 A(z) 
和 B(x) 使 得 


(1.41) 1= A(z)f (x) + B(x)g(7) 

两 边 同 乘 以 h(z)， 即 得 

(1.42) h(x) = (h(Z)A(z)) fz) + (hz)B(L)) gz) 

令 p(z) 为 h(x)B(z) 被 f(x) 除 的 人 徐 式 ， 亦 即 

(1.43) h(z)B(z) = C(z)f(z) +p(z), degp(z) < deg f(z) 

令 g(z) = jz)4(z) 十 C(z)g(z)， 则 有 

(1.44) h(x) = q(x)f (7) + p(2)g9(z), deg q(x) < degg(7) 

这 也 就 证 明了 满足 (1.40)- 式 的 {p(X), gq(7X)} 的 存在 性 。 再 者 ， 它 们 的 唯 


一 性 万 是 f(x) 和 g(x) 互 素 和 degp(Z) < deg f(x), deg q(x) < deg g(x) 的 
直接 推论 。 


1.3.3” Sturm 定理 


设 f(z) 是 一 个 实 系数 多 项 式 ，[a 引 是 一 个 给 定 区 间 。 是 否 有 一 个 有 
效能 算 的 判定 法 ， 可 以 确定 flz) 在 [a,0] 中 实 根 的 个 数 ( 不 计 重 数 ) ? 
这 是 在 整个 实 系数 多 项 式 理论 及 应 用 上 一 个 至 关 重 要 的 基本 问题 。 本 
节 所 证 明 的 Sturm 定理 ， 提 供 了 上 述 基 本 问题 的 完美 解答 

若 f(z) 含有 重 根 ， 则 其 重 根 都 含 于 f(x) 和 Df(z) 的 最 高 公 因 式 
d(z) 之 中 ， 而 且 f(z) = f(z)/d(z) 含有 和 f(z) 同样 的 根 ， 但 是 不 含 重 根 
。 所 以 在 研讨 上 述 问题 时 不 妨 设 f(z) 和 Df(x) 互 素 。 令 fo(x) = 2)， 
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及 (zx) = Df(z) 然后 由 fi(z), 有 i(z) 的 驾 转 相 除 ， 求 得 下 述 一 事 「 修 式 J 
folz), 3(T), , fr (7 ) ， 即 有 


fr-2(T) = gp-1(2) fr-1(7) — fr(z) 


主意 : 上 述 除 式 中 的 余 式 带 有 员 号 ， 所 以 fo(7z), f3(Z),… ,fr(X) 万 是 通 
eR 再 者 由 所 设 有 (7) 和 户 (z) 互 
素 ， 所 以 及 (z) 其 实 是 一 个 非 零 常 数 。 


上 述 却 数 串 {fo(z), 及 (7Z),; (7X),)… ,所 (XZ)} 叫做 Sturm 区 数 串 。 


【定理 1.6】 (Sturm 定理 ) : f(x) 在 区 间 (a,0b) 之 内 的 根 的 个 数 等 于 
V(a) 一 V(b5)， 其 中 V(a) 和 V(D) 分 别 是 下 列 数 串 


(1.45) {fo(@), fi(0), f2(0),* ,fr(o)} 和 {fo(b), fi(0), fa(0), ,f(b)} 
的 变 号 数 。 


[ 注 ] : 对 于 任 给 一 数 c， 不 可 能 有 相 邻 的 fi(c) 和 fin(c) 同时 为 0。 
不 然 ， 则 由 上 述 除 式 即 可 逐步 推导 得 fj(c) = 0,i<7<h， 但 是 
2 是 一 个 非 零 常数 1! 再 者 ， 设 有 fi(c) = 二 0,0<i<k， 则 由 除 式 

见 ji(c) = 一 fi(c) 天 0。 所 以 不 论 把 fi(c) 想 成 十 或 一 ， 数 串 
{fi(0O),0 达 i 之 k} 的 变 号 数 是 一 样 的 。 由 此 可 见 在 Cc 不 是 f(x) 的 一 个 根 
时 ， 即 使 {fi(c)} 中 含有 为 零 者 V(c) 也 是 唯一 确定 的 。 


证 明 : 若 区 间 [ci,c2| 中 不 含有 任何 f(z) 的 根 0<i<h， 则 由 中 间 
值 定理 可 知 fi(c1) 和 fi(c2o),0<i<kh， 每 一 对 涡 为 同 号 。 因 此 V(c1) 当 
然 和 VV(cy) 相同 。 

(i) 设 c 是 其 中 一 个 fi(z), 0<i<k 的 根 。 则 有 fii(c) 一 —firi(c) 去 0 
是 异 号 的 。 再 者 ， 在 5 > 0 取得 足够 小 时 ，i 1(c 寺 6) 和 户 i(c) 同 号 ， 
firi(c 土 6) 和 ji(c) 同 号 ， 所 以 fi_i(c 土 6) 和 fiii(c 土 6) 异 号 ， 如 下 图 
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表 所 示 


万 | 十 或 一 0 十 或 一 
fitt1| 干 干 于 


不 论 广 (c 士 9) 的 正 负 2 在 {fi fo firi} 这 一 段 所 含 的 变 号 数 总 是 1° 


(让 设 c 是 fo(x) = f(z) 的 一 个 根 。 则 由 无 重 根 之 所 设 fi(c) = Df(c) zz 
0， 而 且 在 6>0 取 得 足够 小 时 ， 户 (z) 在 区 间 [c 一 6,c 二 6] 上 保持 其 正 
、 负 不 变 ， 亦 即 fo(z) = Flz) 在 [c-0c+6l 上 保持 其 递增 、 递 减 性 不 
变 。 由 此 可 见 ，{j, 放 } 在 [ec-oc+5] 上 的 符号 如 下 表 所 示 : 


cC 一 0 c c++0 


fo| 干 0 土 
下 由 .地 二 到 


由 上 表 可 见 { 记 , 户 } 这 一 段 所 含 的 变 号 数 在 c 的 左 侧 为 1 但 是 在 c 的 右 
侧 则 是 0。 
总 结 上 面 对 于 变 号 数 的 逐 段 局 部 分 析 如 下 : 

设 区 间 [如 中 f(z) 的 根 的 个 数 为 大， 它们 把 [a,0] 分 割 成 (k 十 1) 个 
区 间 ， 在 每 一 分 段 上 变 号 数 『 保持 不 变 ， 但 是 从 f(z) 的 一 个 根 的 左 侧 
到 其 右 侧 ， 则 变 号 数 也 减 1。 这 也 就 证 明了 


大 (人 三 V(a) 一 天 


亦 即 


k=V(a)— V(b) 


1.3.4 ”代数 基本 定理 

在 实数 系 的 范围 中 ， 一 个 像 tz2? 十 1 这 样 简单 的 多 项 式 已 经 是 没有 它 
的 根 了 。 当 年 把 实数 系 扩 充 到 复数 系 C 二 {x 十 iy, x,y € 民 } 至 少 使 得 所 
有 二 次 方程 式 都 有 复数 解 ， 接 著 发 现 所 有 三 次 、 四 次 方程 式 的 根 也 都 已 
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经 在 复数 范围 之 内 。 很 自然 会 问 ， 是 否 任 何 高 次 方程 式 的 根 也 都 在 复数 
系 之 内 呢 ? 还 是 会 有 些 高 次 方程 式 在 复数 系 中 依然 无 解 呢 ? 是 耶 非 耶 ， 
这 就 是 当年 Euler 和 Lagrange 他 们 想 解 答 的 一 个 代数 学 基本 问题 。 其 
答案 是 任何 高 次 复 系 数 多 项 式 痢 存在 有 复数 根 ， 然 后 很 容易 用 多 式 定 

理 归 纳 地 证 明 它 的 所 有 根 都 已 经 在 复数 系 之 中 。 这 就 是 高 斯 (Gauss) 在 
1799 年 于 他 的 博士 论文 中 所 证 明 的 代数 基本 定理 (Fundamental Theorem 
of Algebra) ° 


这 个 定理 有 好 几 个 不 同 的 证 法 。 下 面 所 给 者 是 一 个 比较 初等 而 且 证 
明 中 所 涉 的 步骤 又 是 十 分 简朴 直观 的 证 法 。 当 f(z) 是 一 次 多 项 式 时 ， 
定理 显然 成 立 ， 所 以 我 们 设 f(z) 的 次 数 最 少 为 2。 

令 FO)=IaP= ja 人 0z=z+ 动 。 则 (za) 可 以 想 成 一 
个 二 元 连续 函数 ， 亦 即 当 an 一 7Zo0, 刀 一 加 ( 亦 即 ou 十 i 一 Xo 十 ivo) 
则 恒 有 Flan +ibn) 二 了 (zo + iyo)° 

把 矿 的 变 域 限制 到 下 述 方块 之 上 


(1.46) (2K,2K)= 1{(7,9),|z| < K,lyl < K} 


我 们 将 用 实数 系 的 连续 性 去 证 明太 在 口 (2K,2K) 的 函数 值 中 有 一 个 
极 小 值 ， 亦 即 存在 口 (2K,2K) 中 一 点 (zo0,vyo) 使 得 


(1.47) F(zo,%) < F(z,), (zy) € OQK,2K) 


恒 成 立 。 

[设想 ] : 假如 口 (2K,2K) 业已 大 到 包括 我 们 所 要 证 明 其 存在 的 f(z) 的 一 
个 根 的 话 ， 则 上 述 极 小 值 必须 是 0， 而 wo 十 iyo 就 是 f(z) 的 一 个 根 。 由 
此 可 见 ， 代 数 基 本 定理 证 明 的 要 点 在 于 论证 当 及 足够 大 时 ， 上 述 极 小 
值 必 须 等 于 0。 


【 引 理 1.4】: 矿 在 口 (2K,2K) 上 的 所 有 函数 值 中 ， 存 在 有 一 个 极 小 值 
， 亦 即 存在 (Zo; yo) Ss (2K, 2K) 使 得 


(1.48) F(xo, Yo) < P(E 


对 所 有 |z| < K, ly| < KK 容 成 立 。 
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证 明 : 令 S 为 焉 在 口 2K,2K) 上 所 取 的 所 有 函数 值 所 成 的 集合 。 
以 g.1.0.(S) 表示 @ 的 极 大 下 界 。 


[注意 ] : 一 个 具有 下 界 的 实数 子 集 6 总 是 有 一 个 极 大 下 界 的 ( 参看 
[ 引 理 1.1] 及 [ 引 理 1.2] ) ， 但 是 这 个 S 的 极 大 下 界 却 不 一 定 属 于 SG ; 若 
属于 SG， 则 它 当 然 就 是 5 的 极 小 者 。 


把 口 (2K,2K) 等 分 成 四 个 口 (区 , 开 ) (每 个 都 包含 其 边界 ) 。 令 5; 是 
汐 数 矿 在 各 别 方块 上 函数 值 的 集合 ，i 二 1,2,3,4。 因为 6 的 极 大 下 界 
等 于 6; 的 极 大 下 界 之 中 的 最 小 者 ， 所 以 至 少 有 一 个 Si 的 极 大 下 界 等 于 
S 的 极 大 下 界 。 设 其 所 相应 的 方块 是 口 ， 我 们 又 可 以 把 口 | 等 分 成 四 
个 方块 而 选取 其 中 之 一 口 ， ， 使 得 五 在 口上 的 芳 数 值 的 极 大 下 界 等 于 
五 在 口 (2K,2K) 上 的 亟 数值 极 大 下 界 。 如 此 逐步 四 等 分 ， 而 每 次 选择 
其 中 之 一 ， 使 得 矿 在 其 上 兄 数 值 的 极 大 下 界 依然 和 矿 在 口 2K,2K) 上 
者 相等 ， 这 样 就 得 到 『「 方 块 列 ] 


(1.49) (2K,2K) DO DD DDD DD dD 


五 在 口 , 上 的 却 数 值 的 极 大 下 界 一 直 和 己 在 (2K,2K) 上 者 相等 。 再 
者 ， 由 上 述 逐 次 四 等 分 然后 选取 其 中 之 一 这 种 几何 构造 法 ， 可 见 有 两 
对 左 、 右 来电 实数 数列 {an} 王仁 {0w} 和 {cn} 一 全 {dn} 使 得 


(1.50) n= {(z,Y); Aan ST bn, cn <Yy < dn} 


在 此 ， 我 们 运用 实数 系 的 连续 性 即 得 
Ee 
然后 ， 再 用 的 连续 性 去 证 明 

(1.52) F(zo,yo) = 9.1.b.(§) 


所 以 下 (zo,yo) 是 S 中 的 极 小 者 。 我 们 将 用 反 证 法 来 证 明 (1.52)- 式 。 假 
车 不 然 ， 令 


(1.53) F(zo, yo) — 9.1.0.($) = 2e 
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则 用 下 在 (zo0,Vo) 点 的 连续 性 ， 即 有 一 个 足够 小 的 6 > 0， 使 得 
(1.54) IZ 一 zol<0 一 < SS IF(z,y)— F(xo,y)| <e 
再 者 ， 当 nn 足够 大 时 ， 即 有 

(1.55) lan — zol, [bn — zol, en — hl, [dn — 

四 者 都 小 于 6， 亦 即 整 个 口 , 都 包含 在 


(1.56) Iz—zo|l<6 和 |y—yo|<56 


这 个 方块 之 内 ， 所 以 正在 口上 的 函数 值 都 大 于 


(1.57) 下 (Zo,yo) 一 一 09.4.0.(S) 十 = 


这 显然 和 Dn 的 选取 是 使 得 已 在 其 上 函数 值 的 极 大 下 界 等 于 g.1.0.(S) 
相 也 盾 所 以 F(zo, yo) 必须 等 于 90.1.0.(G) 2 亦 即 F(zo, yo) 就 是 rr 在 
(2K,2K) 上 的 极 小 值 。 


注意 : 在 上 述 证 明 中 ， 其 实 仅 仅 用 到 下 的 连续 性 和 五 的 下 界 性 
( 即 FF>0) 。 


在 代数 基本 定理 的 证 明 中 ， 不 妨 设 f(2) 的 首 项 系数 为 1。 
【 引 理 1.5]】 : 令 j 丰 2 三 加 十 clzn 1 十 cozn 2 十 十 cn 及 


M= Max{|cil,1 <i<n} 
K > 2(M +2) 


则 |f(z)| 的 极 小 值 不 能 够 取 值 于 口 (2K,2K) 的 边界 之 上 。 
证 明 : 当 我 们 把 :限制 在 口 (2K,2K) 的 边界 上 时 ， 


1 1 
[f(z)| 一 |z|” 1 十 6 一 二 :十 Gn 
名 Z 
之 i 


M 

yy 
M+3 

2M+3 


> K"{1— 


> [2(0M + 2)" > |cn| = |f(0)| 
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由 此 可 见 已 在 口 (2K,2K) 上 的 极 小 点 (x0,yo) 不 可 能 位 于 其 边界 之 上 ， 
亦 即 (xo, yo) 必定 是 一 个 内 点 。 
【 引 理 1.6】 : 当 |f(z)| 在 口 (2K,2K) 上 的 极 小 值 发 生 于 口 (2K,2K) 的 
一 个 内 点 加 = 二 zo 十 iyo 时 ， 即 有 |f(z0)| = 二 0， 亦 即 f(z0)==0。 

证 明 : 我 们 将 用 反 证 法 ， 设 f(%0) = wo 关 0 然后 去 证 明 一 定 有 
(2K,2K) 中 的 另外 一 点 zi 使 得 |f(z1)| < |f(z0)|。 

因为 20 是 口 (2K,2K) 的 一 个 内 点 。 所 以 以 zo 为 圆心 的 一 个 足够 小 
半径 的 圆 依然 位 于 口 (2K, 2K) 之 内 。 其 上 之 点 可 以 表 成 


Zz 三 20 十 p(cos0 十 isin0)，p 是 半径 
再 者 ， 以 z= 二 0 十 入 代入 f(z) 然后 再 以 色 的 升 车 表达 ， 即 有 
(1.58) f(z2)= f(z0) + A.u{li+ Biut Bau +t + Bn_rur *} 


1 
今 /一 M B; 1 <i< 一 天 S 二 一 由 
令 ax1{|Bi, 1<;i< 7 一 下 ， 取 0 JE ] 有 
[Biu t+ Baw? + Bru 
(1.59) < M'.{p+p + + *} 
Mi! 1 
= 
”2M’'+3 2 


;， WU= p(cos0+ising) 


由 [图 1-4 可见 仁 十 Biu 十 … 十 Bn_pu"-*} 的 幅 角 yp 必然 介 于 和 光 
间 : 


1+Biut:…+Bn RU 一 大 
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设 A 的 幅 角 为 a， 则 


(1.60) Aur . {1+Biut:..+B, ru *}, w=p(cos0 +ising) 
的 幅 角 等 于 
(1.61) at+kO+p, log 


设 f(z0) 的 幅 角 为 8。 取 


(1.62) Pe 
天 
则 有 
(1.63) Qa+kO+ywp=7Ar+B+ioy, pl < 


由 [图 1-5] 易 见 f(z) - f(20) 的 方向 必定 夹 在 i 主语 之 间 ， 所 以 
|f(z)| < |f(zo)|， 和 所 设 |f(z0)| 是 极 小 者 相 矛 盾 。 这 也 就 证 明了 |f(z0) 
必须 是 0， 亦 即 20 乃 是 f(z) 的 一 个 根 ! 
【定理 1.7】 (代数 基本 定理 , Fundamental Theorem of Algebra) : 任何 
一 个 非常 数 复 系 数 的 多 项 式 f(z) 都 必定 有 一 个 零点 ， 亦 即 存在 zo EC 
使 得 f(z0)= 二 0。 

【推论 1】 : 任 给 一 个 n 次 复 系数 多 项 式 f(z) E CIz] 都 可 以 分 解 成 n 
个 复 系数 一 次 因 式 之 乘积 。 

【推论 2】: 任 给 一 个 n 次 实 系 数 多 项 式 f(z) e RIz]| 都 可 以 分 解 成 一 
次 或 二 次 实 系数 多 项 式 的 乘积 。 
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关于 连续 性 教学 的 探讨 : 

连续 性 是 整个 分 析 学 的 基础 之 所 在 。 但 是 长 期 以 来 ， 连 续 性 却 一 直 
是 分 析 学 在 学 与 教 上 的 难点 所 在 ， 更 待 改 进 。 本 章 对 于 实数 系 和 函数 的 
连续 性 先 作 一 次 返 开 归真 、 探 本 究 源 的 分 析 。 实 数 系 的 发 现 与 产生 ， 起 
源 于 古 希 腊 定 量 几 何 基 础 论 对 于 长 度 的 度量 的 深入 研讨 。 由 Hippasus 
不 可 公 度 性 的 发 现 ， 到 Eudoxus 引入 长 度 的 比较 原则 和 逼近 法 达成 定 
量 几何 基础 论 之 重建 这 一 段 引 人 入 胜 的 史话 ， 理 当 是 每 一 位 学 习 、 理 解 
连续 性 的 后 之 来 者 自然 的 入 门 和 坦途 。 由 此 即 可 顺理成章 地 认识 到 左 
、 右 夹 允 数列 的 [被 来 遇 者 」 的 存在 性 实 乃 直 线 「 连续 不 断 但 一 前 就 
断 ] 这 种 直观 明显 的 特性 的 解析 描述 ， 故 称 之 谓 实数 的 连续 性 ， 它 是 
其 他 各 种 各 样 存在 定理 论证 之 所 本 ! 


有 鉴于 「 理 在 用 中 方 知 妙 」 这 个 认 知 上 的 规律 ， 学 习 、 理 解 连 续 性 
当然 要 从 它 的 各 种 各 样 的 用 场 和 用 法 中 逐步 体会 ， 加 深 认识 。 本 章 所 讨 
论 的 闭 线 段 上 的 连续 函数 的 几 个 基本 定理 和 实 变 多 项 函数 的 Sturm 定 
理 及 复 变 多 项 函数 的 代数 基本 定理 ， 它 们 不 但 是 连续 性 的 重要 用 场 ， 
而 且 其 证 明 则 又 是 学 会 连续 性 的 用 法 的 自然 途径 。 


为 了 便于 读者 体 认 连续 性 的 用 法 ， 本 章 对 于 上 述 这 几 个 具有 基本 重 
要 性 的 定理 的 证 法 ， 力 求 简 朴 、 划 一 ; 基本 上 可 以 归于 两 种 : 其 一 是 
直截了当 地 由 所 设 去 构造 那个 所 要 证 明 其 存在 性 的 左 、 右 夹 逼 数列 ， 
从 而 由 实数 的 连续 性 直接 推论 所 要 证 的 存在 性 (例如 [定理 1.1] 和 [定理 
1.2] 的 证 明 ) 。 其 二 是 采用 反 证 法 ， 我 们 由 其 否定 命题 出 发 ， 去 构造 一 
个 左 、 右 夹 遇 数列， 使 得 其 所 夹 电 之 点 和 所 设 矛 盾 (例如 [ 引 理 1.1] 和 
[定理 1.3] 的 证 明 ) 。 再 者 ， 在 两 种 情况 ， 其 左 、 右 夹 副 数列 的 构造 法 
基本 上 都 可 以 用 二 分 (或 四 分 ) 逼近 法 去 达成 。 


【例题 与 习题 】 
I. 二 分 法 与 连续 性 之 配合 使 用 : 

如 上 所 述 ， 本 章 在 运用 实数 连续 性 来 证 明 各 种 各 样 存在 性 定理 时 ， 
基本 上 可 以 分 为 采取 直接 证 法 和 和 反 证 法 这 样 两 种 途径 。 但 是 不 论 采 用 
前 者 或 后 者 ， 在 连续 性 的 运用 上 总 是 采用 二 分 逼近 法 去 构造 论证 所 需 
的 左 、 右 夹 逼 数列 。 对 它们 所 用 的 二 分 逼近 构造 法 略 加 分 析 ， 即 可 咀 
纳 出 下 述 「 通 法 」: 若 有 一 种 财 线段 上 的 性 质 已 具有 下 述 [ 继 承 性 1 
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， 亦 即 当 把 具有 性 质 PP 的 一 个 闭 线段 等 分 成 两 段 ， 则 其 中 至 少 有 一 个 
半 线 段 依然 具有 性 质 P。 由 此 即 可 逐次 二 分 ， 每 次 取 其 依然 保有 性 质 
尸 的 半 段 。 这 样 就 按 保 有 性 质 PP 为 准则 ， 构 造 而 得 逐次 减 半 的 闭 线段 
列 {an;0n]|}， 它 们 的 端点 {an} 和 {b} 万 是 某 一 个 实数 入 的 左 、 右 夹 
逼 数列 ， 即 一 信和 册 。 易 见 如 此 所 得 的 入 的 任意 小 邻 域 ， 即 对 任 给 
5>0, (和 一 6, 和 十 6) 总 是 包含 蔷 足 够 大 nn 的 闭 线段 [as,bs] 于 其 中 。 


由 此 可 见 ， 在 运用 二 分 遇 近 法 和 连续 性 去 论证 某 种 存在 性 定理 时 ， 
如 何 选择 适当 的 具有 继承 性 的 书 万 是 要 点 之 所 在 。 


【习题 一 】: 试 分 析 本 章 中 各 定理 论证 中 所 用 的 性 质 已 ,逐一 列 述 之 。 


II. 逼近 和 数列 极限 : 

在 Eudoxus 首创 逼近 法 时 ， 他 用 分 数 下 和 ?HL 去 左 、 右 夹 通 一 个 
给 定 的 不 可 公 度 比 a:b。 用 现代 的 术语 来 说 ， 其 所 用 的 一 和 HL 乃 是 
a :b 的 一 对 近似 值 (approximate values)， 把 所 要 逼近 者 w: 咏 左 、 右 夹带 
于 其 间 。 因 为 两 者 之 差 是 二 ， 所 以 两 者 和 a:b 的 差别 显然 都 小 于 寺 。 
当 nn 无限 增 大 时 ， 上 述 逐 次 求 得 的 近似 值 构成 两 个 数列 {as} 和 {0b,,} 
， 它们 始终 把 所 要 逼近 者 夹 逼 于 其 间 ， 而 bs 一 an 又 可 以 小 到 任意 小 
， 从 而 用 夹 融 数列 唯一 地 确定 了 所 要 逼近 者 。 用 现代 的 术语 来 说 ， 尼 
就 是 两 个 夹 逼 数列 的 共同 极限 值 是 也 。 由 此 可 见 ， 逼 近 和 极限 乃 是 同 
一 件 事情 的 两 面 。 若 业已 给 定 一 个 有 待 明 确 或 研讨 者 〈 例 如 不 可 公 度 
比 w:0， 或 一 个 给 定 函 数 在 某 点 的 变 率 ， 或 某 一 区 间 上 的 积分 等 等 ) 
， 我 们 设法 用 一 系列 比较 简单 明了 的 『 近 似 值 」 去 逼近 它 ， 从 而 化 未 知 
为 已 知 ， 这 就 是 允 近 法 。 反 之 ， 若 由 某 种 构造 业已 给 出 一 个 数列 fa } 
， 我 们 要 去 确立 是 否 存在 著 一 个 被 其 所 无 限 融 近 者 〈 亦 即 极限 值 ) ， 
这 就 是 极限 (Limit)。 所 以 逼近 和 极限 实 乃 同一 事物 的 两 面 ， 但 是 出 发 
点 和 闭 重 点 是 不 同 的 。 前 者 的 要 点 在 于 其 极限 值 的 唯一 性 ， 而 和 后 者 的 
要 点 则 在 于 其 极限 值 的 存在 性 。 下 述 几 个 习题 ， 乃 是 关于 数列 极限 的 
存在 性 的 检验 上 常用 的 基本 工具 。 它 们 的 证 明 当 然 又 得 运用 实数 系 连 
续 性 ， 所 以 它们 的 证 明和 第 三 节 的 几 个 证 法 大 同 小 异 ， 用 是 同学 们 练 
习 体 会 这 种 简朴 自然 的 证 法 的 好 地 方 。 


数列 极限 之 定义 : 当 n 无 限 增 大 ， 数 列 {as} 趋 于 某 一 定 值 入 为 极限 万 
是 当 n 足 够 大 时 ，|a 一 和 | 可 以 小 到 任意 小 。 其 逻辑 叙述 即 为 : 对 于 任 
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给 e>0 省 有 足够 大 之 NN 使 得 n>N 时 |an 一 和 和 |<e. 


(1) 试 证 : 一 个 递增 上 有 界 的 数列 {an} 的 极限 恒 存在 。 同 理 ， 一 个 递 
减 下 有 界 的 数列 {0%} 的 极限 恒 存 在 。 
[ 注 ] : 前 者 的 极限 值 实 乃 S = fau] 的 极 小 上 界 ， 而 后 者 的 极限 值 
实 乃 S' = {6} 的 极 大 下 界 。 所 以 上 述 存 在 性 的 证 明基 本 上 就 是 
[ 引 理 二 ] 的 证 明 。 

(2) 试 证 一 个 具有 极限 值 的 数列 {a} 必然 是 有 界 的 。 ( 所 以 其 各 项 所 
成 的 集合 S 具有 其 极 小 上 界 和 极 大 下 界 。 ) 

(3) 设 {gn} 是 一 个 上 、 下 有 界 的 数列 。 令 S84 = {fawn> 疏 ， 而 Mi 和 
mi 分 别 是 Si 的 极 小 上 界 和 极 大 下 界 。 试 证 {1M4} 和 {ms} 分 别 是 
递减 和 递增 的 数列 ， 而 且 


mi me Me .Mi Miz...< Mi 


(4) 结合 习题 (1) 和 (3) 的 结果 得 知 lim mx 和 lim M: 恬 存 在 而 且 
Jim mx < Jim MM 。 试 证 lim mx = lim Mi 用 是 im an 的 存在 性 
的 充 要 条 件 
[ 注 ] : 通常 称 lim mx 为 数列 {an} 的 liminf， 而 im MM 则 称 之 为 
{an} 的 limsup . 

(5) 设 {an} 是 一 个 上 、 下 有 界 的 数列 ， 则 可 取 其 适当 的 子 数列 {an} 
其 极限 值 为 liminf{fan} (或 limsup{an}) 


若 数列 {a} 满足 条 件 : 


el 
[py 
Nt 


给 定 实数 =。 > 0， 恒 存在 正 整 数 N 使 得 
y nm 家 NN 时 ， 恒 有 |an 一 am|<e 


则 称 之 为 满足 Cauchy 条 件 的 数列 ， 或 Cauchy 数列 。 试 证 Cauchy 
条 件 乃 是 lim an 的 存在 性 的 充 要 条 件 。 
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(7) 令 ox 二 (十)?, Dn 二 (1 十 二 ”Ti。 试 证 {an} 为 递增 数列 ，{bn} 为 
递减 数列 ， 而 且 lim av = lim b,° 


(8) 设 a 是 一 个 大 于 1 的 给 定 实数 ，n 是 一 个 大 于 1 的 给 定 整 数 ， 试 
证 存在 唯一 的 正 实数 z0， 记 为 WG， 它 的 n 次 方 等 于 a。 


(9) 试 证 lm Wa=1。 
了 一 OO 

(10) 试 证 lim Wn = 1]o 
及 一 OO 


(11) 试用 习题 (5) 的 结果 给 出 [定理 1.3] 的 另 一 种 证 明 。 


微 积 分 一 一 微分 与 积分 的 直观 内 涵 
与 基础 理论 


微 积 分 的 基础 和 基本 方法 就 是 定量 几何 基础 论 中 开始 认识 的 实数 系 
连续 性 和 Eudoxus 所 首创 的 逼近 原理 与 方法 。 再 者 ， 积 分 的 想法 及 其 几 
何 学 中 的 应 用 的 范例 ， 业 已 在 Eudoxus 求 锥 体 体积 ，Archimedes 在 求 球 
面 面 积 和 刘 徽 、 祖 办 在 求 球体 体积 等 工作 中 充分 体现 。 但 微分 的 想法 
则 一 直到 了 Kepler 研究 行星 运行 ， 解 析 几 何 中 求 切 线 斜 率 (Descartes， 
Fermat) 才 和 逐渐 展现 。 总 之 ， 微 积分 学 万 是 上 千年 世代 相 承 ， 和 逐步 演进 
而 得 的 成 果 ， 及 至 十 七 世纪 和 后 半 ， 业 已 水 到 炬 成 ， 由 Newton 和 Leibniz 
分 别 从 两 种 观点 集成 其 初步 的 体系 者 也 (通常 党 有 Newton 和 Leibniz 
创造 微 积分 这 种 流传 ， 乃 是 和 史实 有 相当 差距 的 ) 。 


2.1 变 率 与 微分 


从 数理 分 析 的 观点 来 说 ， 一 个 变动 的 事物 或 现象 ， 含 有 各 种 各 样 的 
参 变量 (parameters) ， 而 其 所 含 的 诸多 参 变 量 之 间 又 具有 相互 关联 的 关 
系 (interlocking relationships)。 其 中 最 为 简单 而 且 基 本 的 关系 乃 是 两 个 
参 变 量 {x,y}， 和 后 者 随 著 前 者 之 取 定 而 唯一 确定 的 关系 ， 我 们 通常 把 这 
最 为 简单 基本 的 关系 叫做 9 是 x 的 一 个 函数 。 例 如 一 个 圆 的 面积 乃 
是 其 半径 的 函数 ， 即 4= 7Tr2 ;一 个 球 的 体积 万 是 其 半径 的 函数 ， 即 
下 = 复 73， 等 等 。 由 此 可 见 ， 微 积分 学 的 基本 题材 就 是 一 个 实 变数 7 的 
各 种 各 样 函 数 的 基本 性 质 。 例 如 : 


29 


30 第 二 章 . 微 积 分 


站 y=az? 十 br 十 Cc,Yy 二 一 5z 十 6,... 等 等 9 可 以 用 了 的 一 个 多 项 
式 加 以 表达 的 多 项 式 函 数 ( 包括 常 - 数 函 数 yj 二 c 为 其 特例 ) 。 


(ii) y= sinx, y= 二 cosx, Y= 二 tanx 等 三 角 函 数 。 


(站) 一 个 在 x- 轴 上 以 等 速 C 行进 的 动 点 P， 其 x- 坐 标 乃 是 时 间 t 的 苑 
数 ， 即 x 二 a 十 ct， 其 中 a 是 起 点 的 坐标 。 


(iv) 以 (1,0) 为 起 点 在 单位 贺 上 作 单 位 角速度 的 运动 可 以 用 下 述 一 对 元 
数 表达 之 ， 即 


Z 一 cogst y=sint 


(Vv) 一 个 在 空间 运动 之 点 PR， 其 xX, y 和 坐标 分 别 都 是 时 间 守 的 函数 ， 
即 
t= fi(t), y= f(t), z= fs(t) 
由 此 可 见 0 动 可 以 由 上 述 三 个 时 间 的 也 数 所 组 
成 者 描述 之 。 


概括 地 来 说 ， 一 个 函数 yy 二 f(z) (或 z= 二 g(t)) 所 描述 者 ， 乃 是 一 个 
变数 的 值 如 何 随 著 另 一 个 变数 的 变化 而 变化 的 方式 。 例 如 例 -( 证 ) 中 的 
X= 二 Qa 二 ct， 当 +t 由 妇 妆 到 场 时 ，w 的 值 由 a 十 cti 变 到 a 十 ct。， 其 中 
Tit 的 改变 」 是 (ty 一 妇 )， 而 相应 的 [x 的 改变 ] 则 是 


(a+cts)— (a+cti)= ec: (ts —t) 


两 者 的 比值 就 是 上 述 直 线 等 速 运动 的 速度 c。 从 函数 的 观点 来 说 ， 上 
简单 的 事实 就 是 


一 个 一 次 多 项 式 函 数 y=aw+7Z， 其 应 变数 y 的 改变 恒 等 于 其 自 变 
数 x 的 改变 的 m 倍 ， 亦 即 


yy (a+mrz) (a+ mri) 


= 人 =m 
VX2— XI1 V2 Xl 
称 之 谓 : 其 变 率 恒 等 于 mm。 反之 ， 设 = f(z) 的 变 率 恒 等 于 m， 亦 即 
f(z) -70) 
xT—0 
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对 于 任何 非 零 的 x 恒 成 立 ， 则 有 


y= f(x) = f(0) + mz 


y- 轴 的 截 距 为 a 二 f(0) 的 直线 : 


[图 2-1 | 


当 yy = f(x) 不 是 一 次 多 项 式 函 数 时 (例如 y= zw?,Yy 二 sinw 等 等 )， 
(f(zz) 一 f(z1)) 和 (zs 一 Zi1) 的 比值 是 随 著 (x2,z1) 的 不 同 而 有 所 不 同 的 
。 我 们 应 该 如 何 把 此 类 遂 数 在 某 一 点 的 『[ 变 率 」 赋 以 恰当 的 定义 呢 ? 
在 此 ， 我 们 大 可 效法 Eudoxus 的 做 法 ， 即 运用 融 近 思想 来 达成 以 简 御 
繁 ， 以 [已 知 」 去 理解 未知 」 ， 亦 即 以 已 知 的 一 次 函数 的 变 率 去 夹 
逼 一 个 给 定 的 非 一 次 函数 在 某 一 给 定点 的 有 待定 义 的 了 变 率 」。 首 先 
我 们 得 探讨 一 个 合乎 变 率 的 直观 内 含 的 比较 原则 。 


设 有 甲 、 乙 两 人 在 一 条 公路 上 作 自 行车 竞赛 ， 分 别 以 f(t) 和 g(?) 表 
示 甲 、 乙 在 太 秒 后 和 起 点 的 距离 。 设 甲 在 寺 三 加 时 从 和 后 赶 上 己 而 且 超 
越 之 ， 亦 即 在 +t 略 小 于 刀 时 ， 甲 在 乙 之 和 后， 但 是 在 t 略 大 于 如 时 ， 则 
甲 在 乙 之 前 。 则 四 在 1= 加 时 的 [速率 」 显然 不 能 小 于 乙 者 。[ 要 不 然 
， 则 甲 是 不 可 能 在 1 三 加 时 达成 后 来 居 上 的 ， 是 不 ?] 


把 上 述 直观 上 十 分 明显 的 事实 ， 改 用 函数 框架 令 述 之 ， 即 为 下 述 刻 
划 变 率 的 直观 内 含 的 比较 原则 : 


【地 数 变 率 的 比较 原则 】(Comparison principle of rate of change) : 
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设 有 两 个 函数 f(t) 和 g( 们 ,在 t= 二 如 的 邻近 具有 下 述 大 小 关系 ， 即 
对 于 任 给 足够 小 的 6 > 0， 


f(to—6) < y(to—5) 
flto +6) > 9( 如 十 09) (参见 [图 2-2] ) 
而 且 f(to) = g(to) 


[ 图 2-2 ] 
【 例 1】 :让 我 们 且 以 f(t) = ct", n>2 为 例 ， 用 上 述 比 较 原则 去 研讨 
它 在 t+ 二 a 点 的 变 率 应 该 是 什么 。 因 为 一 次 函数 的 变 率 乃 是 已 知 者 ， 我 
们 可 以 把 f(t) 和 g(t)j = 二 ca? 十 m(t 一 a) 来 作 比 较 。 令 t+ 二 a 十 6， 则 有 


—1 
OR 十 ... 二 +c0” 


f(t) = cl(a+6)" = ca +nca"™ 6 十 Ee 
g(t) = ca” + m6 
f(t) — g(t) = (neca" 一 一 im)6 十 We 十 .十 c6" | 
由 此 不 难看 到 ， 当 (nca"*-1 一 m) 关 0 时 ， 只 要 把 |6| 取得 足够 小 ， 则 
(和 一 gg 的) 和 (nca" 1 一 m)6 同 号 。 所 以 由 比较 原则 即 有 
7 > Tcan 一 /和 在 4=a 点 的 变 率 < mm 
2 < mcan 一 j 四 在 1=a 点 的 变 率 > Mn 


所 以 [jj 上 在 1=Q 点 的 变 率 」 唯 有 定义 为 ncan ! 才 合 乎 上 述 比较 原则 。 


【 例 2】: 设 有 函数 9 = jz)， 它 在 zZ=a 的 邻近 和 一 次 函数 g(z) = 
fla)+Tm(z 一 ah 相 比 ， 满 足下 列 不 等 式 ， 即 存在 有 一 个 数 mo ， 当 
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m>mo( 及 m<mo) ，6 是 足够 小 的 正和 值 时 分 别 有 下 述 比 较 关 系 (如 
[图 2-3] 所 示 ) 


m>mo: f(a—56)> 


( 
( 


则 由 变 率 比较 原则 可 得 f(x) 在 z= 二 a 的 变 率 不 大 于 任何 比 mo 大 者 ， 
而 又 不 小 于 任何 比 mo 小 者 ， 因 此 它 应 该 等 于 mo ! 


9)， 
9)， 


g(a— 0), f(a+i+6) < g(a+t+o) 
m<mo: f(a—6)<g(a—0), fla+6) > g(a+t+d) 


m=mo 


y 
人 


m>mo 


[ 图 2-3 | 
【 变 率 的 定义 】: 当 元 数 y 二 f(z) 在 X= 二 a 的 邻近 满足 [ 例 2] 和 一 次 函 
数 的 比较 关系 时 ， 我 们 定义 其 在 z= 二 a 点 的 变 率 为 mo。 不 然 ， 则 称 其 
在 X= 二 a 点 的 变 率 是 不 定义 (undefined)。 
【符号 】: 把 一 个 给 定 函 数 yy 二 f(x) 在 其 变 率 有 定义 之 点 的 变 率 逐一 
记录 ， 即 得 一 个 由 f(x) 引导 而 得 的 新 函数 ， 通 常 以 Y= "(7) 记号 之 
， 称 其 为 y= 二 f(z) 的 导 函 数 (derivative)。 | 注意 ， 导 函数 f/'(X) 的 定义 
域 乃 是 f(z) 的 定义 域 之 中 ， 那 些 变 率 有 定义 之 点 所 构成 的 子 集 。 它 有 
可 能 是 一 个 真子 集 ， 甚 至 在 某 些 例子 是 一 个 空 集 。] 
【 例 3】: 当 jz)=cz 时 ， f(x)= ncr" lo 


变 率 与 极限 : 

对 于 一 个 给 定 函 数 f(z) 在 某 一 定点 了 工 一 的 变 率 这 个 微分 学 的 基本 
概念 ， 我 们 采取 了 概念 上 探 本 究 源 的 分 析 。 先 认识 到 一 次 函数 乃 是 变 
率 恒 为 常数 的 『 简 朴 已 知 者 」， 然 后 再 由 变 率 的 直观 内 涵 的 分 析 认 清 
了 变 率 的 比较 原则 ， 最 后 再 把 两 者 结合 起 来 ， 得 出 具有 直观 上 的 必然 
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性 的 变 率 定义 上 」。 通 过 这 样 一 种 返 现 归真 的 分 析 来 探讨 | 变 率 」 这 
个 基本 概念 所 应 有 的 定义 ， 其 好 处 是 一 来 使 得 定义 的 直观 内 含 充 分 展 
现 ， 唯 有 这 样 做 才能 真正 体现 定义 的 必然 性 和 自然 性 ， 二 来 也 使 得 读 
者 有 一 次 在 基本 概念 层 面 上 探索 求知 的 体验 。 但 是 这 种 纯 概念 性 的 变 
率 的 定义 ， 还 要 略 加 转换 ， 使 得 它 便于 计算 。 

[分 析 ] : 

设 y = f(z) 是 一 个 满足 [ 例 ?3] 中 所 述 的 和 一 次 函数 的 比较 关系 的 函数 
，&E > 0 是 一 个 任 给 的 正 数 。 则 存在 一 个 足够 小 的 6>0， 使 得 y= jz) 
在 |Z 一 ol<6 之 上 的 图 象 夹带 于 过 尸 点 而 斜率 分 别 为 mo 土 e 的 直线 之 
间 ， 如 [图 2-4] 所 示 。 亦 即 


3 


二 


对 于 任 给 |h| < 6 溺 成 立 。 改 用 极限 的 术语 ， 也 就 是 


ji at Fo) _ 
h—0 h 


这 也 就 是 便于 计算 的 函数 变 率 的 极限 定义 式 。 
y 


a—é T=a Q 十 0 


[图 2-4] 


由 [图 2-4 可 见 ，Tetb-fa) 的 几何 意义 乃 是 割 线 PQ 的 斜率 ， 而 mo 
则 是 图 象 y 二 f(z) 在 尸 点 切线 的 儿 率 。 


【 例 4】 : f(x) = cx" 


He+ 月 -Jo 
h 
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= nca" lo 


= 


h—0 h 
【 例 5】: (zx) = sinzx, f(x)=coszx， 则 有 
fi(7)= cosz, 户 (z) = 一 Sinz 
证 明 :由 Sinz,cosZ 的 和 角 公 式 易 得 


sin(a+h)—sina sina(cosh—1) cosasinh 


h = h 
cos(Q 十 由 一 co8Q cosalcosh—1) sinasinh 
h h h 


因此 ， 我 们 只 需要 在 此 补 证 下 述 两 个 基本 极限 ， 即 


i 
no 0 hh h—0 h 


证明 : 


[ 图 2-5 ] 
如 [图 2-5] 所 示 ， 扇 形 OAB 的 面积 是 3h, AOC 的 面积 是 $sin hcosh, 


AOAD 的 面积 是 3tanh。 所 以 有 下 述 不 等 式 : 


2 1 1 1 sinh 
zsinhcosh < 3h< 3tanh= 3 
由 此 即 得 : 人 
Sin 
h< ed h 
COS oe Sec 


当 有 0 时 ，cosh 一 1,sech 一 1°。 所 以 上 述 始 终 夹 区 于 cosh 和 sech 
之 间 者 ， 即 中， 也 必然 趋 于 1 为 其 极限 ， 亦 即 已 证 得 : 


sinh 
二 1 
h—0 h 
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再 者 ， 
cosh—1 corhol —sin2h 
h ~ h(cosh+1) h(cosh+1) 
sinh sinh 
h 1++cosh 
所 以 


. cosh—1 . sinh sinh 
一 一 上 ml = ] 


| 

| 
一 
(em 
| 
(em 


. 1 AR 
h—=01 十 cosh 


【 例 6】: 在 [ 例 6] 的 两 个 公式 ， 其 实 还 可 以 用 一 个 具有 物理 意义 的 方 
法 来 证 明 的 。 当 动 点 书 在 单位 圆 Z2 十 2=1 上 作 单 位 速率 运动 时 ， 其 


X,Y 坐标 表示 式 分 别 为 : 


X=cost, y=sint 


—sint 


[ 图 2-6] 


由 几何 的 熟知 事实 ， 其 速度 向 量 是 重 直 于 OP 的 单位 长 向 量 ， 易 见 其 


X,Y 分 量 分 别 是 一 sint 和 cost。 所 以 应 该 有 : 


—Cost=—sint, —sint=cost 
dt ” dt 
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【定理 2.1】: [f(zx)+g 


[ 注 ] 上 述 公式 的 意义 是 当 (7) 和 g'(z) 在 该 点 有 定义 时 ， 则 上 述 公式 
中 的 左 侧 函数 在 该 点 的 变 率 也 就 有 定义 ， 而 且 其 值 等 于 右 侧 所 给 者 。 


证 明 : 由 定义 的 极限 式 易 证 : 


jm C+D + ga th)) = (fF(0) + g(0) 


h—0 hh 
lim El f (a) + lim A 
= f"(a) + g(a) 
1 (Fat g(a th)) = (Fa)g(o)) 
h—0 h 
二 a) lim g(a+ D+ fo) : lim + — (0) 


= f(a) g(a) + f(a) .g(a) 


1 1 1 1 1 
A 而 和 
所 以 


mi 证 | 

m30h (flath) fla) 
ff 
h=>0 oo h—>0 h 

下 -FF 三 (a) 

【定理 2.2】: 设 y= f(u) 和 w==g(z) 在 wo=g(zo) 和 zo 点 辟 为 可 微 ， 

则 有 复合 ee Fog(Z)) 在 zo 点 亦 为 可 微 ， 天 由 从 区 率 为 (wo)g' (zo) 

， 亦 即 对 于 复合 函数 f(g(7x)) 的 微分 ， 有 下 述 常用 好 用 的 公式 ， 即 


f(g(7)) = f'(g(72)) 9 (7) 
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证 明 : 令 Aw = 9(Zo0 站 和 AZ) 三 9(Z0)， Ay = f(g(zo 十 Az)) 一 f (g(x0)). 由 
所 设 易 见 当 Az 一 0 时 ，Aw 一 0,Ay 一 0. 让 我 们 先 讨论 g(zo) 天 0 的 
情形 。 当 Az 足够 小 而 且 非 零 时 ，Aw 恒 为 非 零 ， 所 以 即 有 

Ay Ay Au .Ay  Ay AU ,, ' 
RR a S(O) 
请 注意 ， 在 g'(z0) = 0 的 情形 ， 当 Ax 足够 小 而 且 非 零 时 ， 是 不 能 保 
证 Au 恒 为 非 零 的 。 而 在 Au = 0 的 时 候 当然 不 能 把 总 改写 成 总 . 总 
(不 能 除 以 01 ) 。 其 实在 这 种 特殊 情形 Ay 根本 就 是 0， 又 何必 画 蛇 

添 足 去 改写 它 呢 ? 总 之 ， 不 论 Av 是 否 为 零 ， 
Ay , 
m =0= /f(g(r0)). 9 (vo) 


1 二 
Az 0 人 7 


在 g'(zo) 二 0 的 情形 是 依然 成 立 的 。 


2.2 总 和 与 积分 


从 计算 的 角度 来 看 ， 上 一 节 所 讨论 的 微分 〈《 亦 即 由 给 定 函 数 f(x) 去 
求 那 个 记录 其 和 逐 点 之 变 率 的 导 函 数 f/(x)) 是 相当 简单 的 一 种 比值 之 极 
限 ; 而 积分 则 是 一 种 无 限 分 割 求 和 的 极限 计算 ， 它 显然 要 比 微分 计算 
要 来 得 复杂 得 多 。 但 是 在 人 类 理性 文明 发 展 史 上 ， 积 分 的 出 现 要 比 微 
分 的 起 始 早 两 千年 。 前 者 的 首 现 就 是 在 Eudoxus 对 于 锥 体 体 积 公 式 的 
论证 ， 而 和 后 者 则 在 Kepler 研究 行星 运行 和 Galileo 研究 自由 落体 中 才 出 
现 其 锥 形 (prototype)。 如今 回 顾 ， 此 事 决 非 偶 然 ， 耐 人 了 寻思 。 究 其 原因 
， 大概 是 因为 那些 激发 无 限 分 割 求 和 的 几何 问题 既 自 然 、 重 要 而 且 其 
难度 上 又 富有 挑战 性 ; 如 今 反 思 ， 要 克服 这 种 几何 问题 ， 其 实 别 无 他 
途 ! 所 以 积分 的 想法 ， 自 然而 然 地 起 源 于 几何 学 ， 实 非 偶 然 。 


要 给 积分 求 和 这 个 基本 概念 赋 以 明确 的 定义 ， 自 然 又 得 用 Eudoxus 
逼近 原理 。 首 先 ， 让 我 们 来 看 一 下 那 一 种 函数 的 「 求 和 」 是 简单 而 且 
基本 的 。 例 如 一 列 以 Cc 为 其 等 速 行进 的 火车 在 t= 二 如 到 t+ 二 妇 这 一 段 
时 间 所 走 的 总 里 程 显然 就 是 c.( 生 一 如)。 若 用 取 数 的 图 象 给 以 几何 化 的 
表达 ， 亦 即 常 函 数 vV=c 在 区 间 [0, 妇 |] 上 方 如 [图 2-7] 所 示 的 面积 等 于 
c(t1—to): 
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[ 图 2-7 ] 
由 此 多 见 ， 一 个 常数 函数 f(t) = 二 Cc 在 区 间 四 ,三 ] 上 的 积分 万 是 c(t 一 t0)。 
而 它 相 应 的 几何 量 ， 就 是 [图 2-7] 所 示 的 区 域 的 面积 。 当 然 ， 我 们 还 可 
以 把 这 种 最 为 简单 的 例子 稍 加 推广 ， 即 
设 v 二 f(t) 是 一 个 分 段 常 数 函 数 ， 亦 即 


【 例 7]】 
Cc, to<t<t 
C2, ti<t<t 


于 


Ck, 大 -1 tet 


[ 图 2-8 | 
则 可 以 分 段 用 常数 函数 求 和 而 得 其 总 和 为 
cl( 丰 一 四) 十 cz( 丰 一 三 ) 十 .十 ck( 大 一 大 -1 


为 了 往 和 后 符号 上 的 统一 ， 我 们 将 以 积分 符号 表达 上 述 分 段 求 和 之 值 ， 


即 当 (是 分 段 常数 函数 时 ， 


区 k ti k 
| JOY | ee Sale 
to 这 1 “ ti-1l i=1 


[因为 分 段 常 数 函 数 的 图 象 有 如 高 高 低 低 的 阶梯 ， 所 以 通常 称 之 为 阶梯 
函数 (step functions)。 这 种 函数 的 积分 就 是 上 述 简单 明了 的 分 段 地 以 党 
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数 
本 


鸥 数 求 和 和， 而 它们 也 就 是 我 们 将 要 在 积分 层面 ， 用 来 以 简 御 繁 的 基 

函数 。|] 
由 积分 求 和 的 直观 内 含 ， 显 然 应 该 有 下 述 比 较 原 则 ， 即 

【积分 求 和 的 比较 原则 】(Comparison principle of sum of total effect) : 
设 f(z) 在 区 间 [ww 中 上 恒 不 小 于 g(z)， 则 f(z) 在 [ob 上 的 积分 当 


然 也 不 小 于 g(x) 在 [wb 上 的 积分 。 以 算式 表达 ， 即 为 
6 6 
f(x)> gr) Ya<Zz<D 一 to)ar> 上 g(x)dz 


在 明确 了 积分 求 和 的 比较 原则 之 和 后， 自然 又 可 以 效法 Eudoxus 运用 
逼近 原理 ， 用 一 系列 过 为 选取 的 阶梯 函数 去 上 、 下 夹带 一 个 给 定 函数 
， 从 而 确立 它 在 一 个 给 定 区 间 [a,b| 上 的 积分 所 应 有 之 值 。 这 样 也 就 可 
以 给 相当 广泛 的 各 种 各 样 防 数 的 积分 ， 赋 了 予 严 格 的 定义 。 其 具体 做 法 
， 述 之 如 下 : 

设 Flz) 是 一 个 定义 于 有 限 闭 区 间 [a,0| 上 的 函数 。 若 存在 有 上 、 下 
夹 允 阶梯 函数 列 {Gi(7)} 和 {on(Z)}， 满 足下 列 条 件 ， 即 


CD Spy ee Ee dt 
< GZ) < G(r) <...< Gi(7) 


对 于 所 有 a<x<b 上 成立; 而且 


| Gn(Z)dz 一 fs 一 0 


b 
由 积分 的 比较 原则 ， 我 们 所 要 确定 的 f(z)dr 乃 是 一 个 分 别 被 下 述 弟 


增 及 递减 数列 
0 b 
是 mo)dr | 和 {/ Gln)ar 


夹 各 于 其 间 者 ， 所 以 它 必 然 就 是 那个 唯一 满足 对 于 所 有 史 溃 有 下 述 来 
逼 不 等 式 者 也 ， 即 


| 人 Ee / ee 
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【定义 】: 满足 上 述 条 件 的 函数 f(z) 定义 为 : 在 区 间 [a,0| 上 的 可 积 函 数 
(integrable function)， 而 由 上 述 夹 逼 数列 所 唯一 确定 之 值 则 定义 为 f(x) 
b 

在 区 间 [a,0] 上 的 积分 ， 以 符号 / f(z)dzx 记 之 。 
【定理 2.3】: 设 f(z) 是 [ab 上 的 一 个 单调 递增 ( 或 递减 ) 函数 ， 则 
它 是 可 积 的 。 

证 明 : 递增 和 递减 这 两 种 情形 的 论证 在 本 质 上 是 一 样 的 。 兹 讨论 前 
者 的 证 明 如 下 : 

将 [ww 相等 分 成 2 段 ， 设 其 分 点 为 {fdT<1i 反 2 一 1 oao = 
Qon 二 bo 令 gn(Z) ( 及 Gn(Z) ) 为 在 [Qi_1, Qi;) 分 段 上 取 常 数值 f (a;_1) 
(及 f(ai)) 的 阶梯 函数 。 由 f(z) 的 单调 递增 性 可 知 

gn(Z) < f (1) < Gn (2) 
对 于 所 有 a<<x<b 恒 成 立 ， 而 且 有 


On 

这 也 就 证 明了 f(z) 在 [4 中 上 的 可 积 性 。 
【推论 】: 设 f(z) 是 [a 四 上 的 分 段 单调 函数 ， 亦 即 存在 有 限 个 分 点 
{Qi, 1 <1i< 太一 1} > 使 得 f(x) 在 每 一 个 分 区 间 [Qi_1, ai] 之 上 都 是 单调 函 
数 ， 则 f(z) 是 可 积 的 。 

证 明 : 由 所 设 和 [定理 2.3]，f(x) 在 每 一 分 区 间 [a;_1,ai| 之 上 都 是 可 
积 的 。 把 它们 的 可 积 条 件 之 中 的 上 、 下 夹 遇 阶梯 函数 列 {Gii(z)} 和 
{gim(Z)}, 1 之 i 之， 组 合 起 来 ， 亦 即 当 a;_1 之 xX<ai 时 


则 易 见 {Gi(z)} 和 {gi(z)} 构成 了 f(z) 在 [a,0| 之 上 的 上 、 下 夹 允 阶梯 
函数 列 。 所 以 f(z) 在 全 区 间 之 上 也 是 可 积 的 ， 而 且 有 


f(x)dz = > f(z)dz (ao = a,ax =0) 
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[ 注 ] : 很 多 常用 的 函数 都 是 分 段 单调 的 ， 所 以 它们 都 是 可 积 的 。 但 是 上 

述 简单 的 论证 仅仅 证 明 其 可 积 性 ， 亦 即 其 在 给 定 区 间 上 的 积分 的 唯一 存 

在 性 。 至 于 这 种 由 两 列 项 数 无 限 增 大 的 和 式 所 左 、 右 夹 通 者 的 积分 值 通 
常 是 很 难 用 这 种 和 式 来 直接 计算 其 极限 值 的 。 


【 例 8】: 设 所 (zx) 和 所 (x) 都 是 在 [a,0| 之 上 可 积 者 ，c1, ca 是 任 给 常数 
则 cifi(z) 十 cz 户 (Z) 也 是 在 [a, 中 之 上 可 积 者 而 且 


Ja + czjlaz = Ga [ 万 (Z)dz 十 co 人 户 (z)dz 


[证 明 留 作 习题 ] 
【 例 9】: 设 f(x) 是 分 别 在 [a,0] 和 |b,c| 之 上 可 积 者 ， 则 f(x) 在 [ae 
之 上 也 是 可 积 者 ， 而 且 


C b C 
| ra = f tart f fa 
[证 明 留 作 习题 ] 


【 例 10】 人 eh | 二 人 Bp 
0 % 了” ， 时 | 
[证 明 留 作 习 题 ] ( 参看 基础 代数 学 第 三 章 。) 
【 例 11】: 设 f(t) 是 一 个 阶梯 函数 ， 它 在 分 区 间 [a;_1,0i) 上 取 常 数值 
ci,1<i<k°。 令 
= | tO Qo0<r<ar 

则 了 (zx) 乃 是 一 个 分 段 一 次 总数， 亦 即 其 图 象 为 一 折线 ， 它 在 分 区 间 
[ai_1,Qi|] 上 者 万 是 一 个 斜率 等 于 ci 的 直线 段 。v = f(t) 和 ss 一 了 F(x) 的 图 
象 分 别 如 [图 2-9] 和 [图 2-10] 所 示 。 

+ v= f(t) + 5 二 下 (7) 


Q0 Qal Qk 


[ 图 2-91] [ 图 2-10] 
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若 用 算式 表达 ， 则 有 
F(X)=c(t— a0), ao <r<al 
F(X)= cla mao)ti+c(rt—a), a <r<a 
F(z) = Ci(Qj — Aj) +o(T— 0) M1<STI<a 


2.3” 微 积分 基本 定理 与 均值 定理 
【定理 2.4】: 设 f(z) 是 在 [a,] 上 的 连续 函数 ， 则 f(z) 是 在 [a,b] 上 
可 积 的 。 


证 明 : 把 [w 引 等 分 为 2 个 子 区 间 。 令 Mi rmi 分 别 是 f(z) 在 第 i 
个 子 区 间 [wb oil 上 的 极 大 、 极 小 值 。 定 义 Gn(z) 和 gn(z) 
[qi_1;0i) 上 取 常 数值 M; 和 mi 的 阶梯 函数 ， 则 有 


na < Ot < 6h) 


[ 图 2-11 ] 


再 者 ， 设 c>0 是 一 个 任 给 正 数 。 由 f(x) 的 均匀 连续 性 得 知 存在 一 个 
足够 小 的 6>0， 使 得 


lz 一 Zaz|<6 SD |f(r1)— f(r2)| <s 
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因此 ， 只 要 把 n 取得 足够 大 使 得 2 > 所 ， 则 所 有 (Mi 一 mi) 都 小 于 


z°。 亦 即 ’ k 
| Gwar f gn(T)dr <e:(b—a) 


所 以 ) 是 在 [a,9] 上 可 积 的 ， 而 广 j(z)jdz 就 是 被 左 、 右 夹 遇 数列 
{gn(z)dz} 和 {Gn(z)dzr} 所 夹 遇 者 也 。 


【定理 2.5】 ( 微 积分 基本 定理 , Fundamental Theorem of Calculus ) 
设 f(z) 为 [obj 上 的 连续 函数 。 令 


要 f(t)dt 
Ny Pe) = Ha。 


证 明 : 设 zo 为 [a,0] 中 任 取 一 点 。 令 M(zo,h) 和 m(zxo,h) 分别 是 
f(z) 在 [zo 一 h,zo 十 h|] 上 的 极 大 、 极 小 值 ， 其 中 凡是 一 个 足够 小 的 正 数 
(在 x 二 a 或 5 的 特殊 情形 ， 则 上 述 邻 域 改 用 [a,a 二 hi 或 一 h,0|)。 


则 有 
zoth 
| fa 
hm(zo,h) < Rs < hM (zo,h) 
f(x)dz 
zo—h 
亦 即 
(F(z jen 
m(zo, h) < 1 < M (zo, h) 
sn —h)— F(zo)) 


再 者 ， 由 f(7) 在 xo 点 的 局 部 连续 性 ， 易 见 
lim m(zo, h) = f(xo0) = lim M (zo, h) 


所 以 F(z0) = f(zo) 对 于 任 给 zo € [a,0| 辟 成 立 。 
【定理 2.6】 (积分 均值 定理 ) : 设 f(z) 为 在 [a,0] 上 连续 者 ， 则 存在 


a,b 之 间 的 一 点 《使 得 
1 b 
pf fdr = #00) 
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证 明 : 令 M, m 分 别 是 f(x) 在 [wb 上 的 极 大 、 极 小 值 。 


如 [图 2-12] 所 示 ， 


mb—a)< | f(z)dr < M(L—a) 


U0) ms is fdr < MC Hho) 


再 用 中 间 值 定理 即 得 Xo 和 ho 之 间 的 一 点 《使 得 


1@= 产 /yw 


G(x) 是 一 个 以 f(x) 为 其 导 函 数 者 ， 则 上 述 积分 均值 定理 又 可 以 
改写 成 G(z) 的 微分 均值 定理 ， 即 


这 


= | far = 6- 0) 
亦 即 GO = G(a) + (0 — a)G'(e) 


在 此 ， 我 们 假设 了 G'(z) = f(z) 在 [a,0| 上 的 连续 性 。 有 鉴于 上 述 微 
分 均值 定理 的 基本 重要 性 ， 我 们 在 此 再 给 以 独立 的 证 明 ， 而 且 这 样 做 
的 一 个 优点 是 它 只 需要 G'(z) 在 (a,0) 中 的 每 点 涡 能 定义 ， 从 而 摆脱 了 

G'(z) 在 [a, 四 上 的 连续 这 个 过 强 的 要 求 。 
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【定理 2.7】 (微分 均值 定理 ) : 设 G(z) 在 [a,0| 上 连续 ， 而 且 G'(z) 在 
(a,5) 中 的 每 点 党 能 定义 ( 亦 即 可 微 ) ， 则 在 (a,b) 中 存在 一 点 《使 得 


G(b) = G(a) + (0 — a)0(é) 


[ 图 2-13 ] 

证 明 : 如 [图 2-13] 所 示 ， 上 述 公 式 的 几何 意义 乃 是 G(z) 的 图 象 在 

(&,G(6)) 点 的 切线 和 连结 ts 

。 从 几何 直观 来 看 ， 永 淮 灼 引 站 杭 得 避让 机 天 长 机 永 之 二 4 生 功 发 
应 该 和 AB 平行。 再 者 ， 不 难看 出 

G(b) — Gla) 


Es (x —a) 


令 其 为 甩 (x)， 则 有 

H(a) = H(W)=0 
而 且 万 (Z) 也 是 在 [a,0| 上 连续 ， 在 (a,0) 中 每 点 少 为 可 微 者 。 再 者 ， 除 
非 万 ( 门 三 0( 亦 即 G(z) 三 SG ) ,万 (z) 必然 有 其 极 大 或 极 小 值 不 
等 于 0。 设 其 取 非 零 的 极 值 之 点 为 上 ， 即 有 
CU) 一 Ga) 
一 一 一 -=0 
0 一 0 


亦 即 


G(L) = G(a) + (0 — a)G'(é) 
【推论 1】: 设 f(z) 为 [办 中 上 的 连续 函数 而 且 f(t) 三 0， 则 f(z) 为 
一 个 常数 函数 。 
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证 明 : 令 c 为 (@ 中 中 任何 一 点 ， 则 由 微分 均值 定理 知道 存在 一 个 


Jo=JO+(Cc 一 oO = f(0) 
由 此 可 见 f(x) 必 为 常数 函数 。 
【推论 2】 : 设 f(z) 为 [w 引 上 的 连续 函数 而 G'(z) = f(z)， 则 


[ sat= GD) -ca 
证 明 : 由 所 设 
[so- 三 roa| = G0 -Pen = 
所 以 G(z) = ”f(t)dt 万 是 一 个 常数 画 数 ， 亦 即 存在 一 个 常数 C 使 得 


GW) = | fro se 


b 
> | fat= G0) -C= 60- 
【推论 3】 ( 部 分 积分 公式 ) : 设 f(z) 和 gr(z) 都 是 在 [a 站 上 连续 者 
， 则 有 


f rv)ar = Us 四 -oo = { Fra) 


让: / joyoar+ | pe 
= /ae = 10)900) = Flo)g(o) 


【定理 2.8】 (高 阶 微分 均值 定理 ， 亦 即 泰勒 公式 ) : 
设 f(z) 的 有 阶 导 澶 数 fo(z) 在 [a, 中 上 到 处 连续 ， 则 存在 一 个 介 于 
qb 之 间 的 &， 使 得 
bp—ay)2 
HOPTORID OP 


2! 
A 0) + 
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证明 : 由 


(2 2 7)? Wh 


OR OE TAO Neen A 


= TOO 二 -oO 


他 一 ol a 
eh 


令 M, m 分 别 是 Jo 在 [a,b] 上 的 极 大 值 和 极 小 值 。 由 比较 原则 ， 即 有 


b (5 eR xT)*-! b (5 7)*-1 b (5 ep a 
eg 


wh @ )* b (5 六 1 
—a 一 IT pk) 
人 < / mn Vz)dr < M 


由 上 述 不 等 式 再 用 中 间 值 定理 ， 即 得 一 个 介 于 a,b 之 间 的 &， 使 得 


b (bp _ zr)k-l a) 


(6 — a) 
kl 


【例题 与 习题 】 

本 章 所 讨论 的 微 积分 基础 理论 万 是 整个 分 析 学 的 基础 和 精 要 之 所 在 
。 它 广泛 的 应 用 和 深厚 的 发 展 可 以 说 是 无 限 的 。 下 面 所 列 述 的 例 、 习 
题 只 不 过 略 述 其 一 、 二 ， 以 供 读者 之 初步 练习 者 也 。 


洲 
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[ 高 阶 密切 多 项 曲线 ; 
一 个 函数 y= 二 f(7) 在 xo 点 可 微 (differentiable) 的 几何 化 描述 乃 是 其 
图 象 在 (z0, f(z0)) 点 具有 切线 ， 其 切线 方程 式 即 为 : 


y= f(ro) + f(ro)(z 一 20) 


它 乃 是 图 象 上 两 点 P(xzi, f (zi)), 1 = 0,1, 的 割 线 PP 在 TI To 的 极限 
位 置 。 

设 Yy 二 f(T) 在 zo 点 的 令 近 上 有- 阶 连 续 可 微 ( 亦 即 f(z) 在 zo 点 邻 
近 存 在 而 且 连续 ) ， 则 由 泰勒 公式 可 见 下 述 多 项 函数 

1 (k) 

go) = feo) + fo) = zo) + E(w 一 ao 二 十 二 oo) 
和 f(z7) 在 |z 一 zxo| 相 当 小 时 ， 其 差额 乃 是 一 个 比 有 - 阶 微量 lz 一 Zo| 还 
要 小 得 多 者 也 ， 亦 即 


由 此 可 见 ，f(z) 在 zo 点 邻近 有- 阶 连 续 可 微 的 实质 内 涵 乃 是 f(z) 在 Z0 
点 邻近 可 以 用 上 述 多 项 函数 g(z) 逼近 到 k- 阶 。 

再 者 ， 设 {2i1<1i<X 1 是 220 的 邻近 有 点。 由 多 项 式 的 插值 公式 可 
得 一 个 唯一 的 次 数 至 多 为 上 的 多 项 式 ， 它 在 {2i;0<i< 1 的 值 也 就 
是 f(zi)。 试 问 上 述 多 项 曲线 在 {zi,1 <i<h} 都 趋 于 zo 时 ， 是 否 也 和 
二 1 的 情形 一 样 具有 其 极限 多 项 曲线 ?车 然 ， 则 它 乃 是 切线 的 推广 ， 
称 之 为 曲线 y= 二 f(z) 在 (zo, f(x0)) 点 的 有 - 阶 密 切 多 项 曲线 。 兹 以 上 二 2 
的 情形 为 例 ， 证 明 其 唯一 存在 性 ， 及 得 出 其 方程 式 : 


【 例 1】 :由 (1.33) 可 见 过 {PB(zi, f(xi)),0 i<2} 的 两 次 多 项 曲线 的 
方程 式 可 以 用 行列 式 表达 之 ， 即 


—y 1 x x 
—f(xo) 1 zo zé er 
—f(z1) 1 21 22 
一 za) 1 Za2 13 
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但 是 上 式 是 不 能 直接 求 其 在 zl 一 zo 之 极限 式 者 ， 因 为 如 此 所 得 者 乃 是 
第 二 ， 第 三 行 相同 者 也 ， 方 程式 阅 化 成 无 用 的 0 = 0。 所 以 我 们 要 先 用 行 
列 式 的 性 质 和 微分 均值 定理 ， 消 除 其 晓 化 的 原由 ， 然 后 再 求 其 zl 一 20 之 
极限 式 如 下 : 将 第 三 行 减 去 第 二 行 然后 再 用 f(z1) 一 f(z0) = 矿 ()(zi 一 2Z0) 
， 即 可 把 上 式 改 写 为 


—y 1 7 x? 
f(xo) 1 x 6 "| 
Ce 
一 /za) 1 Za 73 


一 和 1 7 7 
一 Flzo) 1 zo zxé a 
—f'(zo) 0 1 220 
一 /za) 1 zo 72 


它 乃 是 和 yy 二 f(x) 相 切 于 而 (zo, f(x0)) 点 而 且 过 已 (z2, f(z2)) 点 的 二 次 
多 项 曲线 。 现 在 再 让 za 一 Z0， 并 求 其 极限 式 。 当 然 ， 我 们 又 得 在 求 极 
限 之 前 ， 先 作 类 似 的 准备 工作 去 排除 其 中 隐 含 的 (za 一 x0) 因子 。 要 不 
然 肯 定 会 嫉 化 成 0=0， 是 不 ?将 第 四 行 减 去 第 二 行 和 (zo 一 zo)Xx 第 三 
行 ， 再 用 泰勒 公式 即 得 


—Y 有 

加 2 —f(xo) 1 wo 2 
(一 | f(xo) 0 1 2z0 
TO 00 1 


所 以 只 要 除去 上 式 中 的 (za 一 x0)? 因子 之 和 后 再 求 其 za 一 wo 之 极限 ， 即 
得 所 求 之 2- 阶 密切 多 项 曲线 的 方程 式 乃 是 


—Y 1 7 ZX 
一 Flzo) 1 zo 好 
—f'(zo) 0 1 220 屋 
-六 00 1 
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【习题 1】 : 试 证 上 式 之 展开 式 为 
y+ fon) + Pao)(e 20) + Es a0)* =0 
【习题 2】 : 试用 同样 的 计算 求 得 y= f(x) 的 3- 阶 密切 多 项 曲线 的 方 
程式 。 
【习题 3】: 设 荆 是 一 


条 由 下 述 2- 阶 连续 可 微 的 参数 式 
z= f(t), y= g(t 

所 描述 的 平面 曲线 ， 忆 (f(ti),g(ti)), 0 之 i<2, 是 其 上 相 骨 三 点 。 令 

C(B, 忆 , 忆 ) 是 由 上 述 三 点 所 定之 圆 。 试 用 类 似 于 [ 例 ]] 的 计算 证 明 在 石 ， 

tz 都 趋 于 to 时 ，C(, 只 , 忆 ) 具有 唯一 的 极限 圆 ， 而 且 求 得 它 的 方程 式 

。( 它 叫做 曲线 工 在 PP 点 的 密切 贺 。) 

【习题 4】: 试用 所 (to), g'(to) 和 f"(to), g"(to) 表达 上 述 

II. 几 个 历史 性 的 积分 范例 : 

ee 


密切 圆 的 半径 。 
: 锥 体 体积 公式 (Eudoxus) : V == 3hA 


如 [图 2-14] 所 示 ， 一 个 底面 积 为 4、 高 度 为 万 的 锥 体 可 以 用 平行 于 
底面 的 平面 切割 成 n 块 均一 厚度 的 薄片 : 


| 图 2-14 | 
顶层 向 下 数 的 第 i 块 薄片 ， 其 底面 积 为 A;， 顶 面积 为 A; .1°。 由 相似 
形 定理 ， 古 希腊 的 几何 学 家 已 知 


. 村 
43:4= (Eh:h) 
nN 
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由 此 易 知 其 第 ; 块 薄片 之 体积 是 介 插 于 上 .4i 1 和 如 .Ai 两 者 之 间 ， 亦 即 


也 


(i— 1)? 
n3 


“让 h 
A 1 = hA<V<—hA=TA, 1<i<n 
nN 7 nN 


把 上 述 的 不 等 式 整合 起 来 ， 便 得 出 


MY < Y= V< MDF 
2 二 1 


= 2=1 


接著 Eudoxus 便 应 用 已 知 的 人 求 和 公式 把 上 式 重 写成 


hA 1 1 hA 1 1 
至 此 ，Eudoxus 发 现 上 述 不 等 式 对 所 有 正 整 数 n 都 成 立 ， 但 无 论 h 如 


何 增 大 ，V 的 值 ( 锥 体 体积 ) 是 不 变 的 ! 而 当 兄 无 限 地 增 大 时 ， 上 式 
的 上 限 和 下 限 之 差别 为 


pA 1 1 pA 1 1 pA 
(we 
这 个 量 会 无 限 地 缩小 ( 即 可 小 于 任意 给 出 的 正 实 数 ) 。 由 此 可 见 ， 唯 
一 可 以 对 所 有 n 能 满足 上 述 不 等 式 的 量 必定 是 辟 ， 因 此 得 证 


1 
蕊 写 二 
3 


【 例 3】 :球面 面积 公式 (Archimedes) : A = 4rR? 


Archimedes (287-212 B.C.) 是 公认 的 古 希 腊 时 代 伟 大 的 科学 家 和 几何 
学 家 ， 他 一 生 有 很 多 卓越 的 贡献 ; 而 他 最 引 以 自豪 者 ， 首 推 上 述 公 式 
及 其 简洁 的 证 明 ， 这 也 就 是 尊 照 他 本 人 的 遗嘱 刻 在 他 的 墓碑 上 者 。 证 
明 的 要 点 在 于 论证 一 个 半径 为 尺 的 球面 面积 和 一 个 高 为 2R， 半 径 为 
ed 
两 者 放 在 相 切 同 高 的 位 置 。 
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人 A 人 h 
Sin 0 


A 


[ 图 2_15 ] 


设想 用 一 系列 和 柱 面 正 交 的 平行 面 ， 把 两 个 面 都 细 分 成 很 罕 很 罕 的 一 图 
圈 。 设 相 邻 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 是 Ah， 则 柱 面 上 的 窜 条 (或 圈 ) 
的 面积 等 于 Ahn27r 尺 ， 而 在 球面 上 的 相应 罕 圈 其 宽度 和 长 度 随 著 0 而 改 
变 ， 在 An 非常、 非常 小 的 时 候 ， 它 可 以 看 成 如 [图 2-16] 所 示 的 圆 台 


之 侧面 

[ 图 2-16 ] 
其中 环 长 度 天 是 27 尺 sin0， 亦 即 其 环 长 的 平均 值 是 2rRRsin0， 而 侧面 的 宽 
二 ”所 以 其 面积 的 高 度 度 近 似 值 也 是 人 h2xR ( 亦 即 可 能 的 误差 


定 在 A 这 种 量 级 ) 。 由 此 他 就 用 Eudoxus 所 创 的 遇 近 原理 证 明了 
0 而 后 者 的 面积 显然 等 于 高 为 RR， 长 为 2XR 的 长 
方形 面积 ， 亦 即 是 4r 尺 2 。 

【 例 4】 : 球体 体积 公式 (祖上 蜡 原 理 之 应 用 ) : V = rR 

在 古代 中 国 ， 几 何 学 研究 乃 是 基于 致 用 之 所 需 ， 用 来 解决 各 种 各 样 
的 建筑 及 测量 的 实际 问题 。 他 们 成 功 地 利用 和 矩形 面积 公式 为 基础 ， 以 
割 补 重 组 方法 证 明了 平面 几何 上 的 基本 定理 如 句 股 定理 、 相 似 三 角形 
定理 等 。 及 至 东汉 刘 徽 ， 开 始 进而 研究 体积 问题 (如 求解 球体 体积 公 
式 等 等 ) 就 发 现 不 能 单 靠 市 补 重 组 去 求 公式 了 。 这 种 困难 也 自然 而 然 
激发 了 刘 徽 、 祖 冲 之 、 祖 蛤 他 们 世代 相 承 地 对 于 体积 的 理论 的 探讨 。 
一 直到 了 祖 量 总 结 而 得 下 述 原 理 才 成 功 地 解答 了 球体 体积 公式 。 


基础 分 析 学 之 一 
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【祖上 蜡 原 理 】: 紧 势 既 同 ， 则 积 不 容 殊 。 


亦 即 是 说 : 如 有 两 个 物体 ， 它 们 沿 某 一 方向 的 所 有 截面 面积 ( 血 势 ) 
恬 相 等 ， 则 两 物体 的 体积 必定 相等 。 


让 我 们 以 球体 体积 公式 为 例子 ， 说 明 祖 蛤 原理 的 应 用 : 首先 ， 将 下 
面 的 图 形 以 虚线 为 轴 作 旋转 ， 便 可 得 出 一 个 球体 、 两 个 对 顶 的 圆锥 体 
和 一 个 圆柱 体 : 


9- 全 又 口 


[ 图 2-17 ] 


运用 祖 明 原理， 我 们 若 可 证 明 球 体 与 对 顶 圆锥 体 的 模 截 面 面 积 之 和 等 
于 圆柱 体 的 横 截 面 面 积 ， 则 有 


球体 体积 十 2 x 圆锥 体 体 积 = 圆柱 体 体 积 


2 一 
= + as . 
< 
TFQ2 本 nb2 


NAc2 


~ 


[ 图 2-18] 


球体 体积 = 圆柱 体 体 积 -2x 圆 锥 体 体 积 
rH. QR) 2x snR?. 


2 4 
=2rR 一 3 有 = sR 


其 实 ， 由 [图 2-19] 就 可 立即 看 出 为 何 2 十 民 二 以 ( 名 股 定理 1 ) 
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【 例 5】 :地 心 引 力 (Newton's Formula) 

当年 牛顿 应 用 数理 分 析 技 巧 来 研究 Kepler 行星 运行 三 定律 时 ， 其 所 
得 的 结果 为 : 行星 和 太阳 之 间 的 引力 与 两 者 间距 离 的 平方 满足 反比 的 
关系 ( 亦 即 平方 反比 定律 (inverse square law) ) 。 然 后 牛顿 继而 想 再 进 
一 步 把 行星 与 太阳 之 间 的 引力 推广 到 任何 物体 与 物体 之 间 的 引力 〈 亦 
即 所 谓 的 万 有 引力 ) ， 他 遇 到 一 个 困难 ， 使 这 位 科学 史上 的 巨人 困扰 
了 数 年 。 由 于 行星 与 太阳 之 间 的 距离 很 大 ， 所 以 在 计算 中 可 把 行星 和 
太阳 当 作 两 个 质点 ， 即 可 以 假设 质点 集中 了 整个 球体 的 质量 ; 但 当 推 
广 至 任何 物体 与 物体 之 间 的 情形 ， 如 革 果 与 地 球 ， 则 便 不 可 以 随便 把 
地 球 当 作为 一 个 质点 了 。 和 牛顿 所 遇 到 的 困难 ， 就 是 他 不 能 证 明 的 确 也 
可 以 把 地 球 当 作为 一 个 质点 。 即 使 在 1684 年 他 的 好 友 Halley (哈雷 ) 
力 慷 牛顿 发 表 已 得 的 结果 ， 他 仍 不 愿意 发 表 。 到 了 1686 年 ， 他 终于 成 
功 地 证 明了 上 述 结果 ， 即 一 个 密度 只 随 著 到 球 心 距离 而 变化 的 球体 ， 
在 吸引 球 外 一 个 质点 时 ， 所 作用 的 力 就 像 假设 全 部 质量 都 集中 在 球 心 
一 样 。 在 这 年 他 写 信 给 Halley 表示 同意 写 出 他 的 工作 !， 这 就 是 在 次 年 
(1687) 出 版 的 科学 巨著 Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 。 

牛顿 在 书 中 所 给 的 证 明 是 很 繁复 的 。 在 这 里 ， 我 们 给 出 另 一 个 证 明 
， 它 巧妙 地 运用 了 球 的 几何 特性 而 大 大 简化 了 计算 过 程 。 

对 于 一 个 球面 的 最 自然 、 最 对 称 的 点 当然 就 是 球 心 。 但 是 在 研讨 球 
面 与 球 外 一 点 的 互相 作用 时 ， 从 几何 观点 来 看 ， 最 自然 、 最 对 称 的 
点 就 不 再 是 球 心 O， 而 是 [图 2-20| 的 已 点 (这 是 已 相 对 于 球面 的 反 
射 对 称 点 ) 。 


1 在 信 中 牛顿 还 提 到 直至 1685 年 ， 他 还 在 怀疑 这 个 结果 是 错 的 。 
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AOPQ ~ AOQP’ 


[ 图 2-20 ] 


设 球体 其 中 一 层 薄 壳 的 半径 为 RR， 面 密度 为 p， 球 外 质点 PP 的 质量 为 
mm。 考虑 在 薄 这 上 的 一 小 片面 积 dA 作用 于 请 的 引力 dFE。 因 薄 过 对 于 
OP 是 旋转 对 称 ，dF 重 直 于 OP 的 分 量 会 被 对 称 小 片 d4' 所 抵消 ， 所 
以 只 需 考虑 OP 方向 的 分 量 : 


2 


Pr ea 
PQ 
构 作 P' 使 得 OP.OFP'= RR， 并 以 P' 为 心 构造 一 个 单位 球面 。 令 P' 连 
向 d4 的 射线 在 该 单位 球面 上 的 影 象 为 do 。 


dA aA 


PO do 


[ 图 2-21 ] 
如 [图 2-21| 所 示 ，d4 和 dc 之 间 有 一 个 简单 的 关系 : 


dA.cos0 = PO .do 
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因此 ， 整 个 薄 党 作用 于 PP 的 力 就 是 
[P| = 并 Iagl:cos0 = Dom = Gp 
P 


2 2 
三 >》 Gmp do = PE > dc 
OP 
2 


OP 

Mm 

OP 

因此 这 层 薄 壳 作用 于 PP 的 力 等 于 将 其 全 部 质量 集中 于 OO 〇 而 作用 于 了 的 
力 。 再 将 所 有 薄 壳 作用 的 力 加 起 来 ， 便 得 所 需 之 公式 。 


= i =G 
OP 


指数 及 对 数 了 测 数 


3.1 指数 、 对 数 函 数 的 定义 与 基本 性 质 


设 a>0,a 关 1 是 一 个 给 定 实数 。 它 的 n 和 夹 方 a" 用 是 nh 个 a 相 采 之 
积 ， 所 以 显然 有 指数 定 则 


a™ .a =a™™", (a")”=a™", mneN 


我 们 可 以 逐步 把 上 述 指数 的 定义 推广 到 整数 、 有 理 数 和 实数 指数 ， 使 
得 oz 对 于 所 有 实数 x 绰 有 其 自然 的 定义 ， 称 之 为 以 a 为 基底 的 指数 六 
数 (exponential function)。 指 数 定义 的 逐步 自然 推广 如 下 


() 0 和 负 整 数 指数 的 定义 : 


(ii) 有 理 指 数 的 定义 : 

设 a>1， 则 易 见 f(z) = zw" 一 a 是 一 个 递增 连续 函数 。 由 所 设 即 有 
f(1) <0, jae+1l)>0， 所 以 存在 唯一 的 1<5<(a+1l) 使 得 f(£)=0， 
称 之 为 a 的 几 方 根 ， 以 Wa 记 之 。 而 aq 的 有 理 数 指数 定义 如 下 : 
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二 


[ 当 0<a<l 时 ， 则 有 >1， 所 以 可 以 用 at* 二 (2)T* 把 它 归于 前 者 
定义 之 。] 
不 难 验 证 上 述 有 理 数 指数 的 定义 乃 是 能 够 保有 下 述 指数 定 则 和 单调 
性 的 唯一 者 ， 即 当 7,seEQ 
ar ,as 一 QT 二 5， (a”)s 一 as” 
a >a’ (a>1) 


ee (0<a<1) 


(iii) 现在 让 我 们 定义 实数 指数 。 首 先 要 证 明 下 述 引 理 : 

【 引 理 3.1】: 设 wa>0， 则 jlin yor=1。 

证 明 : 不 妨 设 a>1。 则 {ai 二 Wa} 乃 是 一 个 递减 数列 ， 所 以 其 极限 
值 就 是 它 的 极 大 下 界 。1 显然 是 它 的 一 个 下 界 ， 所 以 只 要 证 明 任何 大 于 


1 者 不 可 能 是 它 的 下 界 。 亦 即 任 给 so >0， 当 nn 足够 大 时 ，a* <1+e0。 
其 实 ， 当 n> 叶 ! 时 ， 由 二 项 式 即 有 


(1+eo0)"” >1+neo>1+(4—-1)=a 全 Ns 


当 0<a<l 时 ， 其 证 明基 本 上 是 一 模 一 样 的 。 


【推论 】: 设 a>1' 而 且 {rm} 和 {sn} 是 一 对 左 、 右 夹 痪 正 有 理 数 数 
列 » 即 


0<7ri<r < mm sn sn <s <s 


而 且 (5 二 站) 地 0( 亦 即 可 以 小 到 任意 小 ) ， 则 {fa} 和 {a*} 也 是 一 
对 左 、 右 夹 允 数列 。 


证 明 : 由 a>1 和 罚 >2 坊 qs >as 可 见 {a"} 是 递增 的 而 {a”} 则 
是 递减 的 。 所 以 唯一 还 需要 验证 者 乃 是 
(a i am) 可 以 小 到 任意 小 
效 证 之 如 下 : 
设 s>0 是 任 给 正 实数 ， 另 取 一 个 正 实 数 se' > 0 使 得 usl.s' <e。 由 
上 述 引 理 即 有 一 个 足够 大 的 N， 使 得 


oz <l+e, n>N 
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再 者 ， 由 所 设 (sn 14) 收 0， 即 有 足够 大 的 n 使 得 (sn 一 mm) < 襄 。 由 
此 即 得 
am 一 0 一 Qm (We 一 1) 
< 0 ， (or 一 1) 


<al.e <e 


【定义 】: 设 a>1， 入 是 一 个 给 定 正 实数 ，{r%} 和 {sw} 是 入 的 一 对 左 
、 右 夹 各 正 分 数 数列 。 则 定义 o 为 左 、 右 夹 逼 数列 {am} 和 {a”} 所 
夹 逼 的 那个 正 实数 。 
定义 之 合理 性 : 我 们 必须 验证 上 述 定义 和 入 的 左 、 右 夹 遇 正 分 数列 的 
选取 无 关 ， 唯 有 这 样 ， 上 述 定义 才 是 合理 的 。 为 此 ， 设 {14} 和 {si} 是 
另 一 入 的 左 、 右 夹 远 正 分 数 数列 ， 则 有 

{rnj} 和 {5s%} 以 及 {rm} 和 {sn} 
也 都 是 入 的 左 、 右 夹 遇 数列 。 所 以 

{a"} 和 {a”"} 以 及 {a™"} 和 {a} 
也 都 是 a 的 左 、 右 夹 逼 数 列 。 因 此 


lim ar = lim a 
oO CN 


. / . 
lim om” 三 lim as 
了 一 OO 了 一 OO 


由 此 可 见 上 述 四 个 极限 都 相等 ， 所 以 定义 它们 的 共同 极限 为 a^ 是 完全 
合理 而 且 自 然 的 1! 
【 定 又 】: ao 定义 为 去。 
[ 当 0<a<1l 时 ， 同 样 可 以 用 ==(i)^ 把 它 归 于 前 者 定义 之 。] 

总 结 上 面 由 一 个 给 定 a 的 整数 指数 到 它 的 实数 指数 的 逐步 推广 ， 所 
用 到 者 基本 上 就 是 实数 系 的 连续 性 ， 和 正 有 理 数 指数 的 单调 性 和 夹带 
性 ， 亦 即 
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再 者 ， 把 了 只 az 想 成 一 个 实 变数 了 的 函数 ， 亦 即 定 义 Flz) = or， 称 
之 为 以 a 为 基底 的 指数 函数 (the exponential function with a as the base) 
， 它 具有 下 述 特征 性 质 : 
【定理 3.1】: 设 a>1( 或 0<a<1)， 则 指数 函数 f(z) = 二 a*,zT ER 民 
是 一 个 单调 递增 (或 递减 ) 函数 ， 而 且 满 足 
f(z1+ 22) = f(z21): f(z2) 

反之 ， 任 何 一 个 满足 上 式 的 单调 递增 (或 递减 ) 函数 FIz) 总 是 一 个 指 
数 函 数 ， 亦 即 

f(7)= 0 a= f(1) 

证 明 : 其 实 ，[ 定 理 3.1] 就 是 上 述 指数 逐步 推广 所 得 的 总 结 。 至 于 其 
唯一 性 的 验证 的 主要 步骤 如 下 : 由 假设 f(z1 十 x2) = f(z1) .f(x2) 即 得 
f(z)= (0+7)= 1(0): f(x) => 1(0)=1 
再 由 其 单调 (递增 ) 性 即 有 f(1) > f(0)=1°。 令 a = f(1)， 则 有 


1() > f(0) = 1， 而且 
ep a js 
> 7) = Yo 
> f(T)= [= (YD)" = 
FC) (0 
> 1)= [1] = [ea] = ? 
再 由 单调 性 即 得 


对 于 所 有 实数 z 毕 成 立 。 
[注意 ] : 在 上 述 由 分 数 指数 到 实数 指数 的 推广 之 中 ， 我 们 所 用 者 乃 是 所 
要 定义 的 az 的 单调 性 。 由 此 可 见 单 调 性 乃 是 实 变 指数 函数 Y= 二 az 定义 
之 所 基 ， 而 其 连续 性 则 是 如 此 定义 之 所 得 ! 
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设 a>1( 或 0<a<1) ， 则 jz)=az 是 一 个 定义 于 全 实数 系 的 单 
调 递 增 (或 递减 ) 连续 函数 ， 而 且 


lim a”=0, lim oo = 十 co 
ed ee 
(或 lim az= 上 +oo lim az=0) 
OO 四 on 


所 以 对 于 任 给 正 实数 b, f(z) 三 0 具有 唯一 之 解 2 将 以 符号 log,b 记 之 ， 
叫做 了 以 a 为 底 的 对 数 (如 [图 3-1] 所 示 ) 。 


[图 3-1 ] 


【定义 】: log,y= 二 xX 合 y= a? 

不 难 验 证 对 数 函 数 具 有 下 述 基 本 性 质 ， 即 

(i) loga yi y2 = loga Yi + loga yz 

(ii) 单调 性 

(iii) 连续 性 
[对 数 函 数 乃 是 指数 函数 的 反 元 数 ， 所 以 其 基本 性 质 乃 是 指数 函数 相应 
的 基本 性 质 的 反映 。 由 此 即 可 逐个 验证 上 述 三 点 。] 


设 wb 都 是 不 等 于 1] 的 两 个 正 实数 ， 则 有 


az 一 (Diog 2)z — pllogs a)z 


由 此 可 见 ， 不 同 基 底 的 指数 函数 所 差别 者 仅仅 是 Try kx 这 种 常数 倍 的 
变换 而 已 。 
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3.2 指数 函数 与 对 数 函 数 的 微分 


设 a>1 为 取 定 基底 ，f(7)= 二 a*。 
【 引 理 3.2】: f(z)=a? 在 X=0 点 是 可 微 的 ， 亦 即 


eg 
pe h 
是 存在 的 ， 且 以 K, 记 之 。 
y 


| y=a 


[ 图 3-2] 

证 明 : 若 把 某 一 取 定 的 ho > 0 等 分 成 nn 段 ， 则 其 第 i 段 上 的 平均 变 

率 ( 即 [图 3-2] 中 机 的 斜率 ) 等 于 其 第 一 段 的 斜率 的 ao 呈 m 倍 ， 
亦 即 


mi(ho) = — (at — a me) 


由 此 可 见 其 逐 段 的 斜率 是 逐次 以 a 音信 增加 的 。 用 它 就 不 难 推导 当 
hi<h 和 hv, hh 可 公 度 时 
a —1 a 1 


m(h’) = ee m(h) 


然后 便 可 以 用 Eudoxus 逼近 方法 来 证 明 m(h), hh>>0 乃 是 一 个 有 hh 的 单调 
递增 函数 ， 所 以 limn~om(hn) 是 存在 的 ， 它 就 是 {m(h),h > 0} 的 极 大 下 
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界 。 再 者 


a |! 
。 人 (—h) = . ]; 
Wy [A li a m(h)=1 Lim m(h) 


这 也 就 证 明了 jz)= oz 在 zx=0 是 可 微 的 。 
[ 注 ]: 当 0<a<1l 时 ， 亦 会 有 同样 结果 ， 试 证 之 。 
【定理 3.2】: Flz)= az 是 到 处 可 微 的 ， 而 且 
f(z) = Kaf (2) 
证 明 : 对 于 任 给 xo 点 ， 引 有 


f(zoth)— fro) ww Hol 
ee 记 K, 


【推论 】 : Ks = (log, 0)Ko 
证 明 : 7 二 alo8a9)z ， 所 以 


Ks :0 = (0°) = [atogeoz]| = log, b Ka al0ogeb2 = (Ko log, b)b” 


亦 即 Ki = (log,b)Ka° 

由 上 述 推论 ， 可 见 存 在 一 个 特殊 的 基底 。e 使 得 KK 二 1， 即 ce 二 a 志 。 
这 个 特殊 的 基底 e 叫做 自然 对 数 的 基底 (base of natural logarithm)， 乃 
是 Euler 所 发 现 者 ， 并 把 它 命名 为 e， 我 想 意 在 要 和 后 人 不 要 忘 了 这 是 他 
所 发 现 者 也 。 


【定理 3.3】: f(z) = cer, ec 天 0, 满足 微分 方程 


反之 ， 任 何 满足 上 述 微分 方程 的 非 零 函 数 都 是 ez 的 常数 倍 。 
证 明 :由 有。 二 1， 可 知 
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反之 ， 设 jlz) = f(x)， 则 有 
.flo = 0 ft) Fe" (a) =0 


所 以 e .f(z)==c (常数 )， 亦 即 f(z) = cez。 
同 理 ， 微 分 方程 


的 解 都 可 以 表 成 c.e 刀 ， 其 中 c= f(0)。 
【定理 3.4】 :er 可 以 用 以 下 堪 级 数 表 达 ， 即 


I 1 2 1 Nn i — 1 Nn 
e BR i 二 .= 一》 7 


证 明 :由 [ez =ez 易 见 其 n- 阶 导数 函数 还 是 er。 所 以 泰勒 公式 中 
的 余 项 为 


zt! 、 
人 (20 取 定 ，0<&E<2Z0) 
显然 有 lim, ,wR, = 二 0° 
ve 1 1 1 
【推论 】 :e=1+1+ 二 二 .十 一 十 .= 天 
2 nl < 
1 


1 
二 lim (1 十 一 )” 
e im ( 下 | 


见 一 OO 


证 明 : 不 难 验证 om = (1 十 4)" 是 一 个 递增 数列 ， 而 且 


. 1 
2 


符号 : 通常 用 Iny 表示 log。y 。 


【定理 35】 : [lny] = > 
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自然 对 数 表 的 计划 法 


— dt 
1—|yl 


3 
证 明 : 令 z=lIny， 则 有 Y=e*。 再 者 
dr 1 1 1 
a 
dy Pe Y 
N 人 
所 以 [Iny]' = 5 
【定理 3.6】: 当 |y|<l1 时 ， 
yy — i 
In(1 二 
0 > 
、 1 ; 
证 明 : 由 熟知 i 的 几何 级 数 展开 式 : 
1 (Drntn 
证 KE 
1+t edly i 
运用 微 积 分 基本 定理 ， 左 方 的 积分 就 是 In(1+ 人 四; 而 当 |y|<1 时 ， 右 
方针 项 的 积分 就 会 有 下 述 估 计 : 
卜 tn = [yl 
0 (n+ 1)(1— lyl) 


en 
ii | 


所 以 这 个 人 儿 项 的 绝对 值 会 随 著 nn 的 增 大 而 趋 于 0， 因 此 得 出 : 


yo a 
i 
WL) 2 人 


自然 对 数 表 的 计算 法 
因为 In(zy) = 二 Inx 十 Iny， 所 以 我 们 只 需求 得 所 有 质数 p 的 对 数值 便 


3.3 
其 他 整数 的 对 数值 。 由 于 下 述 In(1 十 x) 的 血 级 数 展开 式 


算得 
22 23 x Zs 
n(1+Zz)=Zx 下 re 


可 以 由 此 
是 一 个 正 负 交错 的 级 数 ， 所 以 我 们 不 妨 把 上 式 中 的 x 换 以 -x 然后 将 


两 式 相 减 ， 即 得 下 述 简化 了 的 公式 : 
1 十 并 03 x 

] = i 

(3) (et ) 
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六. 地 三 
“7 则 有 
直 干 竟 2p2 一 1 十 1 2” 
In Se 
1 一 7 272 一 1 二 1 (p+1)(p—1) 


=2lInp—ln(p+1)(p—1) 


注意 当 质 数 p>2 时 ， 在 (p 一 1) 和 (p 十 1) 中 出 现 的 质 因数 浓 小 于 p， 
所 以 如 果 我 们 已 经 求 得 小 于 p 的 质数 的 对 数 高 度 近 似 值 ， 就 可 以 用 上 
式 求 得 Inp 的 高 度 近 似 值 : 


1 
2lInp= ln (过 十 In(P 十 巧 十 np 一 了) 
一 Zz 


而 未 知 的 mmn( 共 z) 是 能 够 有 效 计 算 的 ， 因为 了 = 2 的 绝对 和 值 很 小 
例如 : 若 我 们 想 构 造 一 个 8 位 对 数 表 ， 则 可 以 依次 序 地 求 2,3,5,. 
的 对 数值 。 因 为 后面 的 对 数值 会 用 到 前 面 所 得 的 对 数值 来 计算 ， 所 以 

在 开始 时 ljn2 要 算得 准确 一 些 : 


1 二 有 
3 3 5 Ee 21 
= 0.6931471805589... 


这 个 和 实际 数值 AS . 相 比 其 精确 度 已 到 达 第 11 
个 位 。 接 著 便 是 要 计算 In3。 令 了 = 二 = 号 ， 则 有 


下 二 ] 1 3 1\5 1)7 
n( ~ (让 + +) = 7783035654504 


17 3 5 7 


1 
lIn3 洁 5(0-:11778303565 ... 十 lIn4 二 ln2) 二 1.098612288635... 


> 际 数值 In3 = 1.09861228866811... 相 比 其 精确 度 也 到 达 第 10 
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【习题 】 
(1) 试 证 az 的 连续 性 。 


(2) 试 计算 In5, In7, lIn11， 其 精确 度 要 有 8 个 位 。 


3.4 有 复 变数 指数 函数 和 三 角 芳 数 


最 后 我 们 再 将 指数 函数 的 定义 域 扩张 到 复数 的 领域 。 由 实数 系 扩 张 
到 复数 系 ， 所 作者 在 本 质 上 是 用 一 对 实数 a,5 和 虚数 单元 i 组 成 一 个 
复数 
2 一 QQ 十 妈 
而 指数 函数 的 最 重要 性 质 乃 是 (i) 其 指数 定 则 的 普遍 成 立 ( 见 [定理 3.1]) 
， (ii) 为 微分 方程 f(x) = 二 f(x) 的 通 解 ( 见 | 定理 3.3])。 所 以 我 们 可 以 
从 这 两 个 性 质 去 探讨 复 指数 的 适当 定义 。 


【分 析 】:(ij 设 e 为 自然 对 数 的 基底 ， 亦 即 Euler 所 发 现 的 


1 也 
e= lim ( FE 加 
Nn 00 nN 


则 有 [ez] = [es] = ker*,kEeR° 
(ii 对 于 复 变 数 z= 二 x 十 iy 我 们 应 该 定义 Te*」==e?.eVY， 所 以 要 点 在 
于 如 何 合 理 地 定义 『eY] 。 我 们 所 要 探索 的 函数 [egg1」 应 该 是 一 个 实 
变数 复 值 函数 ， 亦 即 
EY = f(y) +ig(y) 
而 它 的 微分 应 该 就 是 
[| :和 


推广 到 上 = 二 i 的 情形 ， 亦 即 
f (V+ig(y) =i(f(y) +ig(y)) = —9(y) +if (y) 
所 以 我 们 所 探求 的 乃 是 一 对 实 变 、 实 值 辑 数 {f(y),g( 四 }， 它 们 具有 关系 
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而 且 具 有 初 值 条 件 : f(0) =19(0) =0， 亦 即 

f(0) +ig(0) = =1 
【 引 理 3.3】: 设 {f(y),g(Y)} 为 一 对 连续 可 微 部 数 并 满足 


则 f(y) = cosy, g(y) = siny° 
证 明 : 由 直接 微分 可 得 


By 


所 以 f(y) 十 59(g) 
f(0) =1 9(0) =0 即 可 证 得 z=1。 


所 以 ez+ 应 该 定义 为 
er1Y 一 er(cosy + isiny) 
再 者 ， 由 


eg = cosy+isiny 
e Y=cosy—isiny 


即 可 解 得 
cos 1 一 Lf{ev 4 e-w) 
2 
1 一 ; 
siny 一 te 7} 
这 也 就 是 著名 的 Euler 公式 。 


上 述 Euler 公式 亦 提 供 了 一 种 途径 来 推广 三 角 遂 
当 zeEC， 我 们 定义 


1 (4 —1zZ 
cosz = 35{e 万 妃 } 


, 1 22 一 2Z 
S10 之 二 pA "EE } 


f(y) +ig(y)) (cosy — isiny) = 


0 


二 Zo(cosy 十 isiny), zo EC 为 复 常 数 。 再 用 初 值 条 件 


数 的 定义 域 ， 亦 即 
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采取 上 述 定义 ， 我 们 可 以 逐一 验证 常见 常用 的 三 角 公 式 ， 例 如 


cos2 zz 十 sin2zy 一 1 


COs(Z— WwW) = coszcosw+tsinzsinw 


3.5 复 利 与 指数 函数 
指数 函数 还 有 一 个 自然 的 出 处 ， 那 就 是 无 限 细 分 的 复 利 计算 。 设 本 
金 为 C， 某 种 约定 的 单位 时 期 的 利率 是 z。 若 以 单 利 计算 则 在 单位 时 期 
后 之 所 值 就 是 C(1 十 x)。 若 把 该 单位 时 期 等 分 为 n 个 分 期 ， 每 次 以 利 
率 三 为 分 期 之 利率 来 计算 其 复 利 ， 则 其 所 值 就 是 
1 Tn 
Pil?) = CUT) 
而 且 显然 有 己 ,(7z) > P,(z) 。 | 其实 也 不 难 验证 Pi(z) > 已 (zj ， 留 作 习 
题 。] 由 此 可 见 ， 当 nn 无 限 增 大 ， 其 极限 值 甩 是 一 种 无 限 细 分 的 连续 复 
利 。 不 难 结合 前 面 的 讨论 证 明 
【 习题 】 


(1) 设 及 <n 是 两 个 给 定 正 整 数 ， 试 证 


(2) 对 于 任 给 正 整数 上， 试 证 
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法 


(3) 对 于 任 给 正 整数 天， 试 证 


lim 二 0 
X00 人 

(4) 对 于 任 给 的 多 项 式 jzZ)， 试 证 
lim A 


rz 00 ET 


(5) 令 f(z) =e 立 (zx 关 0) ;而且 f(0) =0。 试 证 f(z) 是 到 处 无 限 连 
续 可 微 的 函数 而 且 对 于 所 有 正 整 数 n 漠 有 /oo)(0) = 0， 其 图 象 如 
[图 3-3] 所 示 。 

4 
1 
RE 
[ 图 3-3 ] 
(6) 令 
| 2Z >0 
|] z<0 


试 证 g(z) 也 是 到 处 无 限 连续 可 微 的 函数 。 


(7) 令 hh(z) 二 g(z).g(1 一 2X)， 则 jzZ) 是 一 个 在 区 间 [0,1] 之 外 省 恒 等 
于 0 的 到 处 无 限 连续 可 微 的 函数 ， 试 证 之 。 


(8) 设 0 [la1,b 人 
[az, ba 之 内 恒 等 于 1 的 到 处 无 限 连 续 可 微 的 函数 。| 提 示 : 试 利用 
上 述 h(x) 的 积分 函数 构造 之 。| 
下 面 让 我 们 来 讨论 几 个 重要 而 且 彼 此 相关 的 积分 : 对 于 任 给 正 实数 
n > 0, Euler 引入 下 述 重 要 的 工 -函数 ， 即 
00 2 
L(n) | ev dr= lim | er" dr 
0 


yO0 0 
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(9) 试用 部 分 积分 公式 证 明 当 n>1 时 
IT(n)= (nC— DI(m—1) 


(10) 当 n 是 正 整 数 时 ， 试 证 


O00 ;3 1 
-zp PLL 
|: dz (3 


[上 述 积分 是 概率 论 (probability) 中 具有 基本 重要 性 的 数值 ， 其 答 
案 是 VX， 而 上 二 e-” 就 是 极为 重要 的 高 斯 分 布 。 下 面 所 要 讨论 的 
就 是 如 何 巧 妙 地 运用 指数 函数 的 特性 和 几何 对 称 性 相 结 合 ， 求 解 


其 中 之 妙 处 。] 


(12) 试用 积分 求 和 的 定义 和 分 配 律 说 明 


从 2 A 2 
/ e ”dz | evydy 
_K _K 


的 几何 意义 就 是 在 口 (2K,2K) 之 上 介 于 wy 坐标 面 和 曲面 z 一 
e+g) 之 间 的 体积 。 由 此 可 见 


|: e™ dex: 六 eV dy ( = EC 


Oo Oo 


的 几何 意义 就 是 那个 介 于 z-y 坐标 面 和 曲面 z 一 e (w+1Y) 之 间 的 
总 体积 耿 。 


(13) 试用 上 述 曲面 对 于 2- 轴 的 旋转 对 称 性 ， 采 用 以 z 为 对 称 轴 的 圆柱 
薄片 之 分 割 ， 说 明 其 体积 为 
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由 此 即 得 证 /edz=T(=VT。 


2 
[我们 还 可 以 把 上 述 技 巧 用 来 求解 n- 维 欧 民 空间 中 的 单位 球面 的 
( 一 1)- 维 体积 之 公式 。 令 其 为 wi ， 则 已 知 有 ws = 27, ws 二 47 
(Archimedes 定理 )。] 


(14) 令 (zzm2) 为 (n 十 1)- 维 欧 氏 空间 的 笛 氏 正 交 坐标 。 试 说 明 


vo"= | idan [ oid Emden 


的 几何 意义 就 是 介 于 z= 二 0 的 nn- 维 坐标 面 和 n- 维 超 曲面 z 二 
eeoi+:+m) 之 间 的 (n 十 1)- 维 体积 。 


(15) 再 用 上 述 超 曲 面 的 球 对 称 性 说 明 


n 5 2 
T2 二 | e” (wnr 1)dr 
0 


再 用 [习题 9j 和 [习题 13] 即 可 写 下 wn 的 明确 公式 (分 成 n 是 偶 疝 
这 样 两 种 情形 ) 。 


人 


第 四 章 


初等 函数 及 其 应 用 举例 


函数 的 范畴 是 极其 多 样 广泛 的 。 常 见 常 用 的 多 项 式 函 数 、 三 角子 数 
、 反 三 角 函 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 帮 是 其 中 极 小 部 分 。 因 为 它们 的 
性 质 简 单 ， 允 学 好 用 ， 所 以 称 之 为 初等 部 数 。 其 实 它们 不 但 常用 好 用 
， 而且 也 是 用 来 研讨 其 他 各 种 各 样 有 用 的 非 初 等 函数 的 基本 工具 。 


4.1 多 项 式 函 数 


在 各 种 各 样 函数 之 中 ， 最 为 简朴 者 首 推 多 项 式 函 数 。 一 个 给 定 的 多 
项 式 函 数 f(z)， 其 在 a 点 的 函数 值 可 以 由 所 给 的 代数 式 直接 计算 而 得 
。 再 者 ， 一 个 多 项 式 f(z) 在 a 点 邻近 的 局 部 性 质 的 研讨 是 非常 简单 明 
了 的 。 我 们 可 以 用 替换 x 二 a 十 t 把 它 改写 成 t 的 升 宽 多 项 式 ， 亦 即 


(4.1) f(z)= f(a+t) = f(a) +ettiet t+...+ et 


其 中 全 是 足够 小 者 ， 因 而 右 侧 各 项 的 绝对 值 乃 是 随 著 次 数 的 升 高 而 大 
幅 缩小 ， 因 此 它们 的 局 部 影响 力 显 然 是 高 次 项 要 远 小 于 低 次 项 ， 可 以 
说 万 是 「 阶段 分 明 ， 一 目 了 然 」 者 也 。 由 此 可 见 ， 要 研究 一 般 函 数 在 
点 邻近 的 局 部 性 质 的 一 个 好 办 法 就 是 设法 用 多 项 式 函 数 去 局 部 逼近 它 
， 从 而 把 所 给 函数 在 a 点 的 局 部 性 质 的 研讨 ， 归 于 其 局 部 逼近 多 项 式 
的 局 部 性 质 而 研讨 之 。 其 实 ， 这 也 就 是 『 微 分 学 」 的 基本 思想 1 当 所 
给 函数 Flz) 在 a 的 邻近 是 mn- 阶 连续 可 微 时 ， 泰 勒 定理 所 证 者 ， 就 是 
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f(zZ) 在 a 点 邻近 和 下 述 多 项 式 函 数 


1 (n) 
(4.2) Fa 二 万 oz 一 oa 十 全 一 q) 十 .十 / ee 
的 差别 乃 是 一 个 比 之 于 lz 一 ao 更 加 微小 者 也 ， 亦 即 上 述 多 项 式 乃 是 
jzZ) 在 a 点 的 邻近 的 1-- 阶 局 部 逼近 。 其 实 ， 这 也 就 是 一 个 函数 f(x) 是 
n- 次 连续 可 微 和 它 在 给 定点 a 的 {f(a),1<h<n} 的 实质 内 涵 5。 所 以 
微分 的 真 说 在 于 [局 部 多 项 式 化 ] 。 本 节 将 对 多 项 式 的 常用 基本 性 质 
和 某 些 初步 应 用 作 一 简 述 。 其 中 关于 多 项 式 的 唯一 性 定理 与 插值 公式 
以 及 单元 多 项 式 的 除法 与 辊 转 相 除法 求 最 高 公 因 式 这 两 点 业已 在 81.3.1 
和 81.3.2 这 两 小 节 讨 论 过 了 。 再 者 ， 在 81.3.3 节 所 证 的 Sturm 定理 和 
81.3.4 节 所 证 的 代数 基本 定理 则 分 别 是 实 变 多 项 式 和 复 变 多 项 式 的 基本 
定理 ， 它 们 是 实数 连续 性 在 代数 学 中 的 重要 应 用 。 


(za)" 


4.1.1 nn 一 阶 密切 多 项 曲线 


设 g(x) 是 一 个 在 a 点 连续 可 微 的 函数 ， 则 其 在 4= (a,g(a)) 点 的 切 
线 乃 是 过 曲线 上 邻近 一 点 如一 (0,g(0)) 的 割 线 AB 在 5 一 a 的 极限 ， 即 


(4.3) y= g(a) + 9 (0)(z— oa) 


现 设 g(x) 是 一 个 在 a 点 令 近 n- 阶 连续 可 微 者 。 在 a 点 令 近 取 相 骨 之 
(人 十 1) 点 {40 二 4a,Qj,1l1 之 j 之 n}， 则 唯一 存在 著 一 条 次 数 至 多 为 nn 的 多 
项 曲线 ， 它 过 曲线 y 一 9(z) 上 的 (n+]) 点 {4 一 (@j,g(07)))0<j< 人 0。 
试问 当 {qj,1 之 j 了 之 n} 都 趋 于 ao 二 a 时， 上 述 多 项 曲线 是 否 有 唯一 的 
极限 曲线 ? 若 有 ， 则 可 称 之 谓 曲 线 y= 二 g(x) 在 有 4= (a,g9(Q)) 点 的 三 阶 
密切 多 项 曲线 ， 它 是 切线 的 自然 高 阶 推广 。 在 n= 二 1 的 情形 ， 割 线 的 方 
程式 就 是 


(4.4) y= g(a)+9(E)(t—a), a<E€<b( 或 b<E<a) 


所 以 当 b5 一 a 时， 显然 那个 夹 逼 于 a, 5 之 间 的 《也 趋 于 a 为 其 极限 ， 
再 由 g'(z) 在 a 的 连续 性 即 有 g'(E) g(a)。 由 此 可 见 ，n 二 1 的 情形 乃 
是 微分 均值 定理 的 直接 推论 。 由 此 可 以 想到 上 述 高 阶 密切 多 项 曲线 的 
唯一 存在 性 ， 理 当 是 高 阶 微分 均值 定理 ( 亦 即 泰勒 公式 ) 的 推论 。 
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为 了 便于 论证 ， 我 们 不 妨 设 a 二 0 而 不 失 其 所 证 的 一 般 性 (without 
loss of generality)。 由 公式 (1.33) 那个 过 {4j; = (Qj,g9(aj)),0<j7<<n} 的 
多 项 曲线 的 方程 式 乃 是 


—y 1 2 人 
—g(0) 1 ao a1 

(4.5) =9(ay) 1 0 CR | 一 0 (ao=0) 
—g(an) 1 an ... an 


让 我 们 先 考 虑 ol 0 而 其 他 aj,2 7 <n, 暂且 维持 不 动 的 极限 曲线 。 当 
我 们 在 (4.5)- 式 中 把 第 三 行 (third row) 换 成 其 极限 值 (一 g(0),1,0,... ,0) 
时 ， 行 列 式 的 第 二 、 第 三 行 变 成 相同 者 ， 所 以 (4.5)- 式 赔 化 成 0 三 0。 
因此 在 求 al 一 0 的 极限 曲线 时 ， 我 们 必须 先行 找 出 使 得 (4.5)- 式 晓 化 
的 原由 而 先行 排除 之 ， 然 后 才能 求 其 极限 而 不 致 于 落空 成 全 然 无 用 的 
[0 三 04。 将 均值 定理 和 行列 式 的 基本 性 质 作 如 下 结合 ， 就 可 以 把 
(4.5)- 式 中 的 第 三 行 先 改换 成 


(4.6) (—g(ai1) + g(0),0,a1,... ,a?) 
然后 再 用 均值 定理 把 它 改 写成 
(4.6") (—a1g9'(&1), 0， Q1,... , aY ) 


其 中 6 乃 是 夹 遇 于 0 和 al 之 间 者 。 因 此 我 们 就 成 功 地 找 出 (4.5)- 式 在 
ol 一 0 之 下 晓 化 的 原由 ， 因 为 它 含 有 ai 因子 。 所 以 我 们 只 要 先 把 al 先 
行 除去 ， 然 后 再 求 al 一 0 的 极限 ， 即 可 得 其 极限 曲线 之 方程 式 ， 它 就 
是 把 (4.5)- 式 中 的 第 三 行 换 成 


(19)s (~g'(0),0,1,0,...,0) 


者 也 。 有 了 上 述 初步 成 功 的 经 验 ， 我 们 当然 还 可 以 把 上 述 所 得 的 (19)- 式 
中 的 第 四 行 先行 改换 成 


(4.8) (~—g(a2) 9(0) 计 a2g (0), 0, 0， 02， 2 a2) 
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然后 再 用 2- 阶 均值 定理 把 它 改写 成 
02 1 2 Nn 
(4.9) Ba (€2),0, 0, a3,... ,a2) 
其 中 6o 万 是 夹 逼 于 0 和 qs 之 间 者 。 如 此 所 得 者 可 以 提出 公 因 子 a2， 
所 以 我 们 只 要 先行 把 它 除 去 然后 再 求 os 一 0 的 极限 ， 就 可 以 得 其 极限 
曲线 之 方程 式 ， 它 就 是 把 (19)- 式 中 的 第 四 行 换 成 
(22)， (=30"(0), 0, 0,1,0,... ,0) 
者 也 。 如 此 逐次 运用 行列 式 的 基本 性 质 和 高 阶 均 值 定 理 ， 计 算 让 ak， 


3 <k<<n, 依次 趋 于 0 的 极限 方程 式 ， 即 可 得 n 阶 密切 多 项 曲线 的 方 
程式 如 下 ， 即 


—y 1 xz 22 ,2 

—g(0) 1 0 0 0 

-9q(0) 0 1 0 0 
(4.11) a 0|=0 

0 

Ue 

= ny a ol 
将 (4.11)- 式 的 行列 式 按 第 一 列 展开 ， 即 得 

(0 (50 ()(0 

四 


上 述 计算 证 明了 曲线 = g(z) 在 a 点 的 n- 阶 密切 多 项 曲线 的 唯一 存在 
性 ， 而 且 它 的 方程 式 就 是 下 述 (4.11) (只 要 g(x) 在 a 点 邻近 是 nh 次 连 
续 可 微 的 ) 。 


0 
(4.11”) (A) (a) go(a) 
ee 


上 式 的 右 侧 也 就 是 g(Z) 在 a 点 邻近 的 Mo- 阶 局 部 逼近 多 项 式 。 
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4.1.2 高 阶 局 部 逼近 与 不 定式 之 极限 


当 一 个 多 项 式 f(z) 含有 (Zz 一 a) 因 式 ， 则 显然 有 f(a) = 0。 而 上 述 命 
ee 个 易 证 而 且 常 用 的 「 徐 式 定理 
述 基 本 而 且 好 用 的 事实 不 难 通过 高 阶 可 微 函 数 的 多 项 式 高 阶 局 部 
和 推广 到 高 阶 可 微 函 数 的 范畴 ， 亦 即 


部 高 阶 可 微 函 数 Flz) 含有 (x 一 a)* 因子 的 充 要 条 件 是 f(a) = 
Pe 而 且 它 的 局 部 表达 式 可 以 写成 


oa: 
hk! 


Sa 


(4.12) jz) = (2 — a) 


其 中 上 是 一 个 适当 的 介 于 az 之 数值 。 


这 其 实 就 是 kf- 阶 Taylor 公式 的 特殊 情形 。 再 者 ， 若 f(a) 关 0， 则 
(Zz 一 Q)* 乃 是 局 部 部 数 f(x) 所 含有 的 (x 一 a)* 因子 的 最 高 次 者 。 我 们 将 
称 f(z) 为 一 个 在 a 的 邻近 的 阶 微量 。 

设 f(x) 和 g(x) 分 别 是 在 a 的 邻近 的 k- 阶 和 [- 阶 微量 。 在 研讨 两 者 
比值 在 x 履 4 的 极限 值 时 ， 自 然 要 先行 约 去 两 者 所 共有 的 (Zz a) 因子 
， 亦 即 


PAs 
AR A Dn) k>7 
fz) | 
Ee WE pe 和 
Car Rigon) “< 
由 此 易 见 
0， 大 过 地 
(9 四 起- 到 
gg 


而 在 大 <1 的 情形 则 上 述 极限 不 存在 。 这 也 就 是 通常 在 初等 微 积 分 中 用 
1'Hospital Rule 求 不 定式 之 极限 之 所 基 ， 万 是 Taylor 公式 的 直接 推论 。 
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【 例子 】 
人 
Z 一 0 CT 
2 1 coOSZ 一 工 加 _1 
Z 一 0 72 2 


4.1.3 ”插值 问题 的 推广 

设 VY 二 jz) 是 一 个 连续 可 微 函 数 的 图 象 ， 而 P(xi, f(zi)), 1 <i<%, 
则 是 其 上 给 定 的 相 央 《个 点 。 试 求 一 个 次 数 至 多 为 2 一 1 的 多 项 曲线 
y= 二 g(7)， 它 和 Y= f(x) 相 切 于 上 述 人 《点 ， 亦 即 有 
(4.15) g(zi) = f(z2), gv) = f(x), 1<i<t 


[因为 上 述 给 定 条 件 式 的 个 数 是 20， 而 次 数 至 多 为 2L 一 1 的 多 项 式 的 维 
数 也 是 2L。 所 以 上 述 求解 问题 理 当 是 有 和解 的 。| 


其 实 ， 我 们 还 可 以 把 上 述 问 题 更 加 推广 如 下 : 
设 1 二 f(z) 是 一 个 h 阶 连续 可 微 函 数 的 图 象 而 PP(zi, f(zi)), 1<i<L 
则 是 其 上 给 定 的 相 央 全 个 点 。 试 求 一 个 次 数 至 多 为 
L 
Oh+t+C-1), 0<hk<k 
ei 
的 多 项 曲线 y=g()， 它 和 1 = f(zx) 在 忆 点 分 别 是 如- 阶 密切 相交 ， 
亦 即 有 
(4.16) g(xi) = zh ,gH (mi) = fH (zi) (1 <i<h) 


[上 述 条 件 式 的 个 数 乃 是 > (hi 十 1)。] 
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【 分析 ]】 

上 述 问题 乃 是 插值 问题 和 密切 多 项 曲线 问题 的 自然 结合 ; 而 密切 
有 i- 阶 则 乃 是 把 (如 十 1) 个 交点 缩合 到 一 个 点 的 极限 情形 。 由 此 可 见 ， 上 
述 问题 是 可 以 由 下 述 途径 去 求解 的 ， 即 先 在 每 个 已 的 令 近 再 取 y = f(x) 
上 之 点 ， 令 其 为 {Pj 一 (is, f (wis)), 1 之 7 之 刀 }。 我 们 可 以 用 插值 公 
式 (1.33) 写 下 过 上 述 总 共有 > (应 十 1) 个 点 的 多 项 曲线 的 方程 式 ， 然 
后 再 用 81.1 节 求 密切 多 项 曲线 的 办 法 ， 结 合 行 列 式 的 性 质 和 Taylor 公 
式 去 求 得 { 忆 j,1 之 7 <<hi} 都 趋 于 已 为 极限 的 极限 方程 式 。 兹 以 1 二 3,， 
hi 二 2, ko 二 1, ks 二 0 的 情形 写 下 其 所 得 的 极限 方程 式 如 下 


—Yy 1 
-jc Ta 2 Ti 0 
—f'(z1) 0 1 2z1 3z1 4z? 5z4 
(4.17) 一 六 (zh 0 0 2 6zl 12zx? 20x3|=0 
-f(z2) 1 zo 23 23 7X2 22 
—f'(x2) 0 1 2x2 372 423 523 
-ja 1 Z3 73 ZT3 X83 73 


【习题 】: 试验 证 上 述 多 项 曲线 满足 下 列 条 件 ， 即 


4.2 三 角 有 也 数 与 反 三 角 函 数 


正弦 、 休 弦 函 数 是 定量 研讨 几何 不 可 或 缺 的 基本 函数 ， 它 们 是 解析 
描述 圆 与 角 ， 三 角形 的 角 边 关系 中 自然 产生 者 。 用 现代 的 观点 来 说 ， 
如 [图 41] 所 示 


T=cost, y= sint 


就 是 单位 圆 上 单位 等 速 运动 的 动态 描述 。 
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[图 41] 


正弦 、 杀 弦 函 数 帮 是 一 对 用 来 描述 单位 圆 的 函数 。 而 圆 的 本 质 则 在 
于 其 完美 的 对 称 性 ， 亦 即 其 旋转 对 称 性 和 对 于 每 一 个 直径 的 反射 对 称 
性 。 是 以 正弦 、 饼 骇 函 数 的 基本 性 质 ， 其 实 也 就 是 圆 的 对 称 性 的 解析 
表现 。 


4.2.1 圆 的 对 称 性 与 正弦 、 人 徐 纺 函数 的 基本 性 质 


(i) 圆 的 对 称 性 与 正 孩 、 徐 孩 函数 的 和 角 公 式 : 
4 


cos B,sin D) 


B( 
SS 4(cos Qa,sin oa) 
E00 
[2 
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如 [图 4-2] 所 示 ， 由 圆 的 旋转 对 称 性 可 见 4= (cosa,sina) 和 B= 
(cos ,sinB) 之 间 的 距离 之 平方 仅仅 和 (8 一 a) 有 关 ， 亦 即 


AB = (cosB 一 coso) + (sinp — sina)’ 
= (cos(8 一 al) 一 1) +sin2(8 -a)= 二 万 7 


这 cos(P—a)= cosacosp+isinasinp 
cos(B++a) = cosacosp— sinasinp 


> sin($ 一 a) = cos(5 一 及 十 al 


UV 


Tt a 
= cosa cos(5 — 6B)— sinasin(s 一 有 ) 
= cosQasinp msinacospb 


> sin(B++a) = cosasinf+sinacosp 


(ii) 反射 对 称 性 与 和 化 积 公式 


Bl(cos Bb,sin B) 


C(cos $(a+B),sin 二 (a+D)) 


4(cos Qa,sin oa) 


[ 图 4-3 ] 
如 [图 4-3] 所 示 ， 等 腰 三 角形 人 OAB 对 于 OM 成 反射 对 称 : 


OW = >(0A +08) = (cosa + cos 有) ina + sin 月) 
eg ~ (eos 5(@ + 月 ， sin (a 站) 
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所 以 即 有 


1 | 1 
3(Cosa 十 cosp) = cos ao =) cos3(a 十) 


(sina 十 sin D) = cos za 一 有 sin la 十 D) 


这 也 就 是 和 化 积 公式 。 


4.2.2 三角 定律 与 极 坐 标 


一 个 三 角形 的 三 个 角度 和 三 个 边 长 万 是 它 的 六 个 基本 几何 量 ， 而 三 
角形 的 诸多 有 梧 合 条 件 则 说 明 六 者 之 间 是 具有 相互 关联 的 函数 关系 的 。 
这 也 就 是 熟知 的 正弦 定律 和 余弦 定律 ， 即 


sin 4 sinB Sin C 二 2 人 


a b C abc 
42a 
A= 
COS ope 
2 2 
cosB = Et 
2ac 
q+ 
人 SA 
COS DD 


[图 4-4] 
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线 方 程式 ， 可 以 用 AOPP 的 正弦 定律 求 之 如 下 


Sin(T — Qo sin Qa 
a ， Q0=Q+0—0 
7 70 


> 7sin(Qo++ O00 — 0 = 70sinao 


再 者 P(r0,90) 和 P(r,0) 之 间 的 距离 平方 则 可 以 用 和 人 OPP 的 从 弦 定 律 
计算 如 下 ， 即 
BP = 7 +72 2rrocos(0 — 00) 
4.2.3 ”等 速 运动 与 正弦 、 从 弦 的 微分 
z= Rceoswt, y= Rsinwt 


所 描述 者 万 是 一 个 以 原点 为 圆心 ， 半 径 为 及 的 贺 上 的 运动 ， 其 角速度 
等 于 常数 w。 其 速度 向 量 和 加 速度 向 量 分 别 为 


QZ d 
v 一 人 本 = wR(— sinwt, cos wt) 


Qt dt 
dr qd 
a 一 ( 罕 时 = —w’R(coswt, sinwt) 
| V 


P(Rceoswt,R sinwt) 


> 


[图 4-5 ] 
由 此 可 见 ， 其 向 心 加 速度 的 大 小 等 于 Rw2。 令 z(t) = cost 十 isint， 则 
见 它 满足 微分 方程 


d 
rAd) =—sint+icost= iz(t) 


显然 它 的 ( 复 ) 常数 倍 ，(4 二 iD)z(D， 也 满足 同样 的 微分 方程 。 
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86 第 
【定理 41】: 设 复 值 非 零 实 变 囊 数 (人 ) = (四 十 ig() 满足 常 微分 方程 
d : 
T(t) = iw(d) 


则 存在 著 适 当 的 (4A 十 iB) 使 得 
w(t) = (A+iB)(cost + isint) 
=VA42+B? (ear 十 tan- 5) +isin(t +tan-! 家 


证 明 : 令 yp( 们 二 w(t)(cost 一 isint)， 由 所 设 即 有 


Cpl) = 区 9 (cost —isint)+ w(t)(—sint— icost) 
= iw(t)(cost —isint) — iw(t)(cost — isint) 


三 0 


亦 即 y(t) 乃 是 一 个 ( 复 ) 常数 (4+ 委 )。 
【定理 4.2】: 正 弦 、 人 欠 弦 函数 可 以 用 下 述 因 级 数 表 达 ， 即 有 


1 5 
Wo Te 于 .. 
全: 和 (CD 1 27 十 1 
本 (2n + 1)! 
1 
2 4 
cosT=1 nT 十 而 7 于 


或 者 可 以 将 上 述 两 个 公式 合 写 成 


| 
[Ms 
S| 
加 
党 


coSZ 十 72Sin 了 7 


证 明 : 当 f(z) 是 sinz 或 cosz 时 ， 易 见 f(x) 就 是 f(z) 本 身 ， 而 
且 其 泰勒 公式 中 的 余 项 已, 在 n 一 00 时 显然 趋 于 0。 
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4.2.4 等 周 问 题 (Isoperimetric Problem) 


设 Q 是 平面 (或 半球 面 ， 或 非 欧 面 ) 上 的 一 个 区 域 ，OQ 是 它 的 周 
边 ， 通 常 以 |Q| 和 |0Q| 分 别 表 示 其 面积 和 长 度 。 等 周 问题 所 研讨 者 用 
是 在 所 有 周 长 取 某 一 定 值 的 各 种 各 样 区 域 之 中 ， 以 那 种 区 域 的 面积 为 
极 大 ? 其 实 ， 还 有 另外 两 种 等 周 问题 ， 亦 即 下 述 具 有 给 定 边界 的 等 周 
问题 和 具有 给 定 边界 而 且 固 定 其 端点 或 端点 之 一 的 等 周 问题 ， 而 原先 
者 则 称 之 谓 无 边界 的 等 周 问题 。 


【 具有 给 ee et A 
示 ，Q 是 一 个 位 于 有 的 给 De 其 部 份 周边 的 区 域 。[ 例 如 
0 
障 构筑 城墙 所 围 成 的 城区 。] 


[ 图 4.6 
令 HQ 和 D1Q 分 别 是 9Q 中 属于 和 不 属于 8 者 。 求 解 |01Q| 取 某 一 定 什 


的 区 域 之 中 ，|Q| 取 极 大 值 者 。 


【具有 给 定 边界 和 端点 的 等 周 问题 】: 假如 在 上 述 极 值 问题 之 中 ， 我 们 

还 加 以 iQ 的 两 个 端点 (或 其 中 之 一 ) 为 某 两 (或 某 一 ) 取 定 点 的 限 
制 ， 则 称 之 为 具有 给 定 边界 和 端点 的 等 周 问 题 。|[ 设 想 当 年 Queen Dido 

所 在 的 北非 地 中 海 海 岸 ， 恰 好 有 一 个 或 两 个 相距 适中 的 小 山 详 。 则 大 

0 筑城 墙 ( 亦 即 01Q) 的 
端点 ， 是 不 ?| 


总 之 ， 等 周 问题 很 自然 地 有 三 种 情形 ， 亦 即 平面 、 半 球面 和 非 欧 面 这 
三 种 情形 ; 而 且 在 每 一 种 情形 下 ， 又 具有 三 个 类 型 ， 亦 即 无 边界 ， 
具有 给 定 边 界 和 具有 给 定 边界 和 端点 这 样 三 种 提 法 。 由 此 可 见 ， 总 共 
有 九 个 类 同 但 是 各 异 的 等 周 问题 ， 它 们 都 是 几何 学 中 自然 而 且 重要 的 
极 值 问题 。 而 它们 的 解答 就 是 : 
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Q 是 第 一 类 (或 第 二 类 ， 第 三 类 ) 等 周 问题 之 解 的 充 要 条 件 
ee ) 是 是 给 定 周 长 的 圆 (或 给 定 长 度 的 圆 弧 ) 
而 且 第 二 类 的 等 周 解 00 还 必须 和 给 定 边 界 8 正 交 。 


自古 以 来 ， 等 周 问题 一 直 是 一 个 引人入胜 的 课题 ， 所 以 有 不 少数 学 家 
对 它 提出 各 种 各 样 的 证 明 ， 不 胜 枚 举 。 而 且 它 们 所 适用 的 广度 和 所 需 
要 的 假设 也 各 有 不 同 。 但 是 大 家 所 追寻 的 「 纤 的 」 ， 有 万 是 那 种 既 简 朴 
初等 又 具有 普遍 适用 性 的 统一 证 法 。 以 下 所 讨论 的 初等 证 明 ， 乃 是 一 
个 普遍 适用 于 上 述 九 种 等 周 问 题 的 统一 证 法 ;在 这 0 集中 
讨论 在 欧 氏 平面 的 情形 。 这 个 证 明 的 关键 就 是 下 述 十 分 初等 的 极 值 问 
题 之 解 的 共 圆 性 。 


一 个 初等 的 基本 引 理 : 


一 个 三 角形 的 三 边 边 长 业已 构成 其 一 组 县 合 条 件 ， 所 以 三 角形 的 面 
积 当 然 业 已 由 其 三 边 边 长 所 唯一 确定 ， 而 用 其 边 长 去 表达 面积 的 公式 
也 就 是 秦 九 韶 公 式 ( 亦 即 海伦 公式 ) 。 但 是 给 定 四 边 边 长 的 四 边 形 ， 
还 可 以 如 [图 4-7] 所 示 ， 作 那 种 变更 其 对 角 线 长 的 变形 ， 所 以 它们 的 面 
积 并 非 由 给 定 边 长 所 唯一 确定 ， 而 是 由 给 定 边 长 和 一 条 选 定 的 对 角 线 
长 所 唯一 确定 (例如 [图 47] 所 示 的 dg=4C)。 


[图 47] 


由 此 可 见 ， 上 述 四 边 边 长 取 定 不 变 的 四 边 形 的 面积 万 是 其 一 条 选 定 
的 对 角 线 长 的 函数 。 这 个 函数 在 什么 情形 之 下 得 极 大 值 呢 ?这 万 是 欧 
氏 平 面 几何 学 中 一 个 既 初 等 又 基本 的 极 值 问 题 。 


【基本 引 理 】 :在 四 边 边 长 给 定 的 四 边 形 中 ， 其 面积 在 内 接 于 圆 时 为 
极 大 ( 亦 即 其 四 个 顶点 共 圆 者 也 ) 。 
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证 明 : 令 Al 和 As 分 别 为 A4BC 和 八 ACD 的 面积 ，P 和 6 分 别 
为 和 也 点 的 内 角 。 再 者 ， 以 TI 一 中 为 自 变数 ， 则 有 
2lilcosB = {+7 


(4.18) 2b3bacos6 = 妈 二 + 信 一 z 
人 Al 一 二 0142 sin pb, 人 ， 一 $aba Sin 0 


将 上 列 各 式 分 别 对 于 x 求 微分 ， 即 得 


. abB dp 1 
1 dz 2lilasinB 
1 
2 ss 
(4.19) QZ QZ Sin 0 
dAi dA2 _ 四 dp dé6 
0h cos 0 2 lal COS 97 
i 
全 IT(cot b+ cot do) 
由 此 即 见 Al 十 As 得 极 大 值 的 条 件 乃 是 
(4.20) cotB+cot6=0 < 6+0=T 


亦 即 四 边 形 口 4BCD 内 接 于 圆 。 

等 周 问 题 的 一 个 初等 证 明 ( 欧 氏 平面 情形 ) : 
如 上 所 述 ， 等 周 问题 共有 九 种 类 型 ， 而 相应 的 九 种 等 周 解 ， 它 们 都 

0 ， 那 就 是 其 边界 的 『「 非 给 定 」 部 份 ( 亦 即 900 或 
QQ) 乃 是 给 定 长 度 的 圆 弧 。 现 在 我 们 要 讨论 的 欧 氏 平面 等 周 解 的 『 国 

党 (circularity) 的 证 明 ， 其 实 含 有 下 述 唯一 性 和 存在 性 这 样 两 个 方面 

》 即 

唯一 性 : 在 是 某 一 种 的 等 周 解 的 假设 之 下 ， 证 明 60 (或 09) 必须 

是 给 定 长 度 的 圆 缴 。 


存在 性 : 证 明 茶 一 种 的 等 周 问题 的 极 大 面积 解 是 的 确 存 在 的 。 


唯一 性 的 证 明 : 如 [图 4.8] 所 示 ， 设 Q 乃 是 欧 氏 平面 中 给 定 边界 和 
端点 的 等 周 解 。 
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[图 4.8] 


在 OQ 上 任 取 邻 近 四 点 {P,1<1I<4}。 易 见 四 边 形 内 接 于 QQ。 假 若 不 
然 ， 则 可 用 反射 对 称 把 位 于 四 边 形 内 部 的 09 之 缴 段 ， 改 用 其 对 称 弧 段 
。 如 此 所 得 的 区 域 0 显然 有 509 = 9109|， 但 是 | > |Q|， 所 以 是 和 
Q 本 身 乃 是 一 个 等 周 解 之 所 设 矛 盾 ! 再 者 ，{ 忆 ,1 < 之 i<4} 四 点 必须 是 共 
圆 的 ! 假若 不 然 ， 则 可 以 把 0 作 下 述 变形 ， 它 把 9 中 位 于 DPRPBPP 
之 外 的 部 份 保持 原样 ， 而 把 口 R 忆 PP 改 用 具有 同样 边 长 但 是 其 四 顶 
点 共 圆 的 口 PIPiPliPli。 如 此 所 得 的 Q' 显然 保持 |010'| = |9iQ|， 但 是 由 
基本 引 理 ， 又 有 


(4.21) IO 一 9 = OPPPP -OPPBPP>0 


这 是 和 Q 本 身 乃 是 等 周 解 之 所 设 相 矛盾 的 。 再 者 ， 因 为 {P,1<i<4} 
是 OQ 上 任 选 的 邻近 四 点 ， 所 以 它们 总 是 共 圆 只 有 在 OQ 本 身 就 是 一 
个 圆 弧 才 可 能 。 这 也 就 是 用 基本 引 理 ， 直 截 了 当地 证 明了 等 周 解 的 唯 


一 小 吕 


存在 性 的 证 明 : 让 我 们 先 来 讨论 具有 给 定 边界 和 端点 的 等 周 解 的 存 
在 性 的 证 明 。 设 大 是 所 有 满足 条 件 |01Q|= 如 而 且 O10 以 8 上 的 给 定 
点 A、B 为 其 端点 的 区 域 Q 所 组 成 的 集合 。 令 


(4.22) M=1ub. {Ql; Qe F} 


存在 性 的 证 明 要 点 在 于 论证 三 中 的 确 存在 著 一 个 Q* 其 面积 等 于 上 述 
极 小 上 界 M。 我 们 将 再 用 前 述 的 基本 引 理 来 证 上 述 存 在 性 如 下 : 
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由 M 的 定义 ， 太 中 显然 存在 一 个 序列 {Q,} 使 得 
(4.23) lim |0,|= M 
有 一 CO 

再 者 ， 由 所 设 | 上 O04| = 如 。 我 们 可 以 把 00。 用 其 上 的 2 一 1 点 
{Poss1<i<2" 一 1} 分 隔 成 长 度 为 中 的 分 段 。 在 几 相 当 大 时 ， 上 这 
分 段 是 十 分 微 短 者 ， 所 以 我 们 可 以 用 上 述 唯一 性 的 证 明 中 所 用 的 变形 
， 把 原 给 的 0， 变换 成 上 述 2"_ 等 分 点 共 圆 的 区 域 0,， 它 显然 还 是 属于 
太 者 ， 而 且 | > |Qn| (等 号 只 有 在 全 Qn 时 才 成 立 ) 。 总 之 ， 我 
们 将 改 用 序列 {0 }， 显 然 依 然 有 lim ylQ = M。 再 者 ， 令 Tu 为 以 
A, B 点 为 其 端点 而 且 和 0 相交 于 其 所 有 2"- 等 分 点 的 圆 弧 ， 不 难看 到 


(4.24) lim Ira|= 4o 


再 者 ，{fTn} 趋 于 那个 弧 长 为 06， 以 A, BB 为 端点 ， 而 且 和 Q 居于 BB 
的 同 侧 的 唯一 圆 纹 T 为 其 极限 。 令 Q* 为 以 I* 为 00* 的 区 域 ， 易 见 
上 9 = M。 这 也 就 证 明了 第 三 类 形 的 等 周 解 的 存在 性 。 
其 实 ， 上 面 这 种 证 法 是 很 容易 直接 推广 成 第 一 、 第 二 类 等 周 解 的 存 
在 性 的 证 明 的 。 例 如 我 们 只 要 把 6 取 成 一 条 测 地 线 ，A、B 取 成 十 分 
靠近 的 两 点 ， 然 后 再 把 上 述 业 已 证 明 其 存在 性 的 第 三 类 等 周 解 ， 求 其 
在 A、B 的 距离 趋 于 0 的 极限 ， 即 可 得 出 第 一 类 等 周 解 的 存在 性 。 再 
者 ， 第 二 类 等 周 解 的 存在 性 是 有 赖 于 边界 6 的 茶 种 几何 性 质 的 。 此 事 
可 以 用 第 三 类 等 周 解 ， 再 让 端点 A, B 在 6 上 任意 变动 ， 去 求解 其 极 大 
值 。 这 也 就 是 OQ 和 8 正 交 这 个 必要 条 件 的 来 由 。 
【总 结 】 : 上 述 证 明 把 三 种 类 型 等 周 问题 的 论证 ， 简 明 扰 要 地 归结 到 
所 证 的 基本 引 理 ， 亦 即 给 定 边 长 的 四 边 形 以 内 接 于 圆 者 面积 为 极 大 。 
上 述 简短 的 论证 ， 直 截 了 当地 说 明了 等 周 解 周边 的 「 圆 性 」 乃 是 上 述 
初等 极 值 解 的 顶点 共 圆 性 的 直接 推论 。 至 于 在 半球 面 和 非 欧 面 的 情形 
， 我 们 也 有 同样 的 基本 引 理 ， 所 以 其 等 周 解 周边 的 | 圆 性 」 也 同样 是 
这 个 基本 引 理 的 直接 推论 。 


4.2.5 Kepler 行星 运行 三 定律 及 其 数理 分 析 


Kepler 行星 运行 三 定律 清楚 地 描述 了 在 当年 所 知 的 六 个 行星 ( 包括 
地 球 ) 运行 的 简单 模式 : 
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【 第 一 定律 】: 火星 绕 太 阳 以 一 个 以 太阳 位 于 其 焦点 之 一 的 椭圆 运行 。 


【第 二 定律 】 :在 单位 时 间 内 ， 火 星 和 太阳 连 线 所 扫 过 的 面积 恒 相等 
, ] 所 却 


[图 4.9 


人 各 个 行星 不 但 也 满足 同样 的 第 一 、 第 二 定律 ， 而 且 其 栅 
圆 轨 道 长 径 的 立方 和 周期 的 平方 之 间 的 比值 左 相 等 。 

一 个 自然 的 问题 就 是 : [为 什么 行星 会 以 太阳 为 其 一 焦点 的 椭圆 轨 
道 运 行 ? 」 牛 顿 对 这 个 问题 给 了 一 个 直接 的 答案 ， 即 行星 与 太阳 之 间 
存在 满足 平方 反比 定律 (inverse square law) 的 引力 。 而 且 这 种 引力 同样 
地 存在 于 任何 两 个 物体 之 间 ， 不 论 是 火星 与 太阳 或 是 革 果 与 地 球 ， 都 
是 同一 种 引力 ; 这 就 是 牛顿 著名 的 万 有 引力 定律 。 现 在 让 我 们 以 现今 
的 符号 体系 来 重新 看 看 牛顿 这 个 对 和 后 世 科 学 发 展 有 著 深 远 影响 的 工作 

。 首先 我 们 需要 对 椭圆 的 几何 性 质 有 一 定 的 了 解 。 


(一 ) 椭圆 面积 公式 : 椭圆 面积 = Aab 
设 椭圆 的 长 、 短 径 分 别 为 2a, 20。 现 构造 两 个 圆 ， 半 径 分 别 为 wpD， 
并 把 栅 圆 夹 于 两 者 之 间 ， 如 [图 4-10] 所 示 。 


P= P(z,y) 
T= QCOS 0 
4 = bsing 
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计算 在 [图 4-10] 中 那 条 过 P(x,y) 的 军 条 面积 。 由 于 二 acosw,y = 二 bsiny 
， 在 椭圆 内 的 窜 条 面积 和 整 条 窜 条 面积 的 比率 约 为 : 


20sinOAZ 0 


2asin pAT a 


这 是 一 个 与 P(x,y) 位 置 无 关 的 常数 。 当 把 所 有 这 种 军 条 的 面积 加 起 来 
时 ， 便 得 


祖国 面积 =na?. =nab 
(a 


y 
P’ “F(—ce, 0) ee 7 
| 
[图 4.11 1 


如 [图 411] 所 示 ， 椭 贺 上 任意 一 点 呈 有 (x,y) 和 (7,0) 两 种 表示 方法 ， 
而 (7,Yy) 和 (7,0) 之 间 的 转换 可 以 用 


rcos0=Z7X+ce, rsin0=y 


如 2 
来 达成。 把 上 面 转换 方法 代入 熟知 的 椭 国 举 标 方程 式 十 


1， 即 得 
D2(rcos0—ce) +a(rsin0)* — ob =0 
D2(r2cos 0 — 2crcos0+e)+ar(l— cos0) -ab =0 
(b> — oa)r2cos0— 2bcrcos0 + be +ar mab =0 
一 cz72 cos20 一 20crcos0 一 上 二 ao 一 0 (oe=y+e) 


a27 一 (rccosb 十 2) 二 0 
[lar — (rccos0 +b°)|lar+ (rccosb +b)| =0 
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2 


_p2 
因此 7 一 _( 注 :rr 一 是 负 值 , 它 会 以 已 来 描绘 出 精 
— Ccos0 Q 十 ccos0 
) 。 为 了 方便 以 后 的 计算 ， 我 们 取 其 颠倒 式 为 栅 圆 极 坐 标 方程 式 : 
1 _ Q 一 ccos0 
r 有 
(三 ) 第 二 定律 的 数理 分 析 


以 太阳 (焦点 ) 为 中 心 ， 极 坐标 (7,0) 表达 行星 位 置 。 当 0 增 大 


到 0 十 d9 时 ， 太 阳 与 行星 的 连 线 所 扫 过 的 面积 为 dA 闪 条 ?200， 如 
[图 4-12] 所 示 : 


| 图 4-12 ] 
运用 第 二 定律 ， 这 个 面积 的 变 率 为 常数 ， 即 : 
dA 100 1， | 小 六 ， ee 
= 7T2w 二 kK， (天 :常数 ，w: 角速度) 
We dA = 1 一 (全 :周期 ) 
本 _ 27ab 


[ 注 ] : 从 物理 学 观点 来 看 ， 第 二 ee 。 如 [图 4-13] 所 示 
， 了 是 位 置 向 量 ，V 是 速度 这 
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Ir xv| 是 平行 四 边 形 /JOPQR 的 面积 。 但 rxmv 是 物体 相对 于 OO 点 
的 角 动 量 ， 而 且 因 为 是 平面 运动 ， 此 向 量 是 恒 重 直 于 平面 的 ， 所 以 由 
第 二 定律 亦 可 推出 角 动 量 是 不 变 的 (这 也 是 人 类 理性 文明 中 首次 接触 
到 角 动 量 守恒 定律 ) 。 再 者 ， 


d 
0 二 一 


HXMV) = VxXmv+trxma 


=rxF 
所 以 引力 下 的 作用 方向 是 和 T 反 向 平行 ， 亦 即 是 向 心 的 。 
at? 


公式 只 需 对 极 坐 标 x 二 rTcos0,y = 二 7sin0 直接 微分 便 可 得 出 。 计 
算 过 ， 


(四 ) 向 心 加 速 的 公式 : 一 (一 rw 十 


T=7rcos0 a 之 一 7rcog0 一 rwSsinO 
y=7rsing y=7Tsin0+rwceos0 


(w=0) 


T=7Fcos0— rw cos0— rwsin0 — rwsinO 
1 一 六 sin0 一 rw2sin0 十 27rwcos0 十 rwcos0 


此 
( 亿 食 三 人 一 rw2(cosbsinb 十 (2ru 十 rw)( 一 singcosb) 


由 (三 ) 知 引力 的 方向 是 和 位 置 方向 (cosbsing) 相反 ， 所 以 (27w 十 rw) 
应 该 是 0， 并 只 和 余下 向 心 加 速 一 (一 rw? 十 门 。 
五 ) 


( 平方 反比 定律 的 证 明 (第 一 、 第 二 定律 的 综合 分 析 ) 
2 
要 证 明 引 力 是 满足 平方 反比 定律 ， 我 们 只 需 验证 由 一 ro 是 
否 为 一 常数 。 先 对 椭圆 的 极 坐 标 方程 式微 分 : 


1 Qa—ccos0 


7 02 
1 or 全: 
二 B00% 
d 2 
一 -Sin Or = 7 sing 


96 第 四 章 ， 初 等 函数 及 其 应 用 举例 


2 0 NA ~ AA ~ ~- 
在 上 式 用 了 (三) r?w = 全。 同样 地 在 下 面 的 计算 中 ， 我 们 尽 可 能 分 
离 出 72w 这 一 项 ， 然 后 换 成 常数 一 一 2 。 
dr _ 2xac a 
dT 
到 ,207 2rac. 27rab 9 
dt? br TT 
—4n2a? 
二 7 ccoso 
2/_ DN 2__1 2 2 147 0 人 
六 (一 rw ) = 一 六 必 = | i 
re dr 
= 一 十 73 ccosb 
a27 472a3 
因此 7? i 3 (常数 ) 。 
(六 ) 由 行星 引力 到 万 有 引力 (Newton's Formula) 
在 这 一 步 ， 匀 均 密 度 的 球面 对 于 球 外 质点 的 引力 公式 万 是 关键 之 所 


在 ee 二 章 之 末 之 证 明 。 


这 也 就 是 由 行星 运行 定律 的 数理 分 析 自 然而 然 地 推导 出 牛顿 万 
有 引力 定律 的 一 个 简朴 详尽 的 叙述 。 它 就 是 牛顿 的 科学 巨著 Philosophiae 
Naturalis ee 和 中 所 讨论 的 主要 结果 。 它 也 自然 是 后 学 
后 进 应 当心 领 神 会 ， 并 从 此 体会 人 类 理性 文明 世代 相 承 ， 继 往 开 来 的 
精 要 和 精神 。 


4.2.6 ”三角 函数 的 积分 计算 


由 (sinx) 二 cosx 和 (cosx) 二 一 sinx 这 两 个 基本 的 结果 ， 我 们 可 以 
运用 微 积 分 基本 定理 反 过 来 计算 sinz 和 cosz 的 积分 ， 亦 即 


Tr T 
/ sintdt = cosa 一 cosz, costat= sinz— sina 
a a 


再 配合 正弦 、 从 弦 的 半角 、 和 化 积 等 公式 ， 我 们 还 可 以 计算 一 些 较 为 
复杂 的 积分 。 
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【 例 一 】 :| sin2t at =? 


“ip 二 开 Z 一 0 sn27 一 Sin2a 
in2 一 二 一 二 cog2 半 ed et 
/ sin“ tat / € 7 CO8 ) at 5 了 


【 例 二 ]】 | sin mz cos7T dx 一 ? 


为 sinmzcosnz = (sin(m 二 +n)z 一 sin(m 一 n)zx)， 所 以 当 m 关 n 时 


/ sin mx cos nz dz = {cos(m+n)(—7) — cos(m + n)7} 


1 
2(m+n) 
1 
A —n)(—7A)—cos(m— nr}=0 


而 当 m 二 nn 时 ， sin mz cos nx = $sin 2mz ， 所 以 


1 
| sin mz COSTX dz = zr {cos 2m(—7) — cos2mr} =0 
m 


一 下 


亦 即 在 任何 情况 之 下 / sinmzcosnrdrz=0° 
4.2.7 反 三 角 有 也 数 及 x 的 近似 值 计 算 
由 反 芳 数 的 微分 公式 
/wy 
dy ax 


我 们 可 以 求 出 反 三 角 函 数 的 导 芳 数 如 下 : 
【 例 三 】 pay ! 17 一 | 
QZ 


二 一 一 一 =, 一 C05 
V1i—x? dz V1l—2x? 


令 y=sin lz ， 见 |] Z 一 Sin2。 对 4/ 求 导 和 后 即 得 


亦 即 
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NE _1 
同 理 ee a 

.dl 1 
0 


y= 二 tan-1zx， 则 z= 二 tany。 对 yy 求 导 和 后 即 得 儿 二 sec?y =1+tan y 
， 亦 即 


dy 1 
dr 1+z? 
: 1 ee 
在 上 述 tan- lz 的 导 遂 数 表 达 式 中 2 Te 有 下 述 几 何 级 数 展开 式 ， 
Zr 
1 2 4 6 n—1,.2(n—1 全 
运用 微 积分 基本 定理 ， 可 得 
tan™! . 到 i 十 
人 
万 20 一 1 T (—1)"t2" 
es ~ dt 
Sh 2 i+/ 1 十 万 
当 |z| 和 1 时 : 
人 di| < [ t2"dt| = Wo 
jE : 2n+1 
这 个 作 项 会 随 善 n 的 增 大 而 趋 于 0， 因此 得 出 : 
| at 到 Z | 
n 一 一 十 一 一 一 —1<zx 
,I+ 7 = 
这 就 是 James Gregory 在 1671 年 时 已 得 到 的 tan-1x 的 蜂 级 数 展 开 式 。 
当 xXw= 二 1 时 ， 左 方 的 tan 1 二 人 ， 所 以 : 
a 
4 国 3 5 7 了 7” 
上 述 级 数 提 供 了 一 ee 
太 慢 了 


戎 这 个 级 数 的 收敛 速度 实在 是 


了 ， 即 使 计算 了 1,000,000 项 ， 还 不 能 准确 至 小 数 点 后 第 七 位 ;但 
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如 果 我 们 能 够 选取 一 些 较 小 的 x 代入 tan-1x 的 级 数 之 中 ， 则 可 以 大 大 
提高 收敛 速度 。 这 也 就 是 John Machin 在 1706 年 提出 的 公式 ， 而 他 自 
己 也 运用 下 述 公式 把 不 计算 至 100 个 小 数位 : 


Tt 1 
一 一 4tan 1 二 一 {t 
4 WO 


转换 方法 : 基于 tanz 的 和 角 公 式 : 


tana+t tanp 
t ER 
0 1 一 tanawtan CC 


令 aw=tanr148=tan-lDB， 则 上 述 和 角 公 式 可 改写 成 


A+B 
a+B=tan A+tan B=tan’ (; 3 


所 以 ， 若 我 们 可 以 用 较 小 的 4A, B 把 1 重 写成 个 和 名， 则 因为 tan-!A 和 
tan 的 收敛 速度 比较 快 ， 这 样 便 可 以 大 为 改善 tan 1l 的 收敛 速度 。 
例如 : 取 A=3， 则 


1 二 过 全 B= 


1 

a 
= 3 

亦 即 tan-11 = tan-! 3 十 tan-! 3 。 当然 ， 我 们 还 可 以 把 tan-! 和 tan-! 

继续 分 解 下 去 ， 便 可 以 进一步 提高 收敛 速度 : 


四 
3 


业 


1 
二 tan 一 十 tan 
3 


现在 让 我 们 尝试 用 Machin 的 公式 ， 把 计算 至 小 数 点 后 15 个 位 。 
首先 我 们 要 决定 所 需要 计算 的 项 数 。 
若 所 要 求 的 近似 值 要 准确 到 小 数 点 和 后 第 15 个 位 ， 则 需要 从 项 的 总 和 
小 于 5x10-1， 即 
, Co 16( 二 ) 冯 一 
从 项 总 和 < -5 -16 
涂 项 总 和 < >， ( i ) <5xa0 


k=n+t+l1 
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由 此 得 出 n 的 粗略 估计 为 n> 11， 即 需要 计算 11 项 。 计 算 过 程 大致 如 


tan ! > 学 ss 后) ee (六 = 0.19739555984988076189 
5 5 3 21 
tan E 学 es (zm) i (zm) = 0.0041840760020747238645 
239 239 3 21 


由 此 便 可 得 出 7 的 近似 值 


1 1 
7=16tan ~ 4tan 735 ~ 3.1415926535897932947 


这 个 近似 值 和 区 的 实际 数值 相 比 

7 = 3.14159265358979323846... 
其 精确 度 已 到 达 第 16 个 位 了 。 
[ 注 ] 在 往 和 后 约 二 百 多 年 时 间 ， 人 们 都 是 采用 Machin 公式 或 类 似 的 公式 
来 计算 7 的 高 度 精 确 值 。 而 其 中 最 为 注目 的 就 是 William Shanks 在 1853 
年 发 表 的 “Rectification of the circle”， 他 把 不 计算 至 607 个 小 数位 。 其 
实 Shanks 是 计算 了 707 个 位 的 ， 但 是 他 只 发 表 前 607 个 值 。 可 惜 他 在 
计算 过 程 中 出 错 ， 使 得 第 527 位 是 错 的 。 不 过 这 个 错误 要 到 了 1945 年 
才 被 发 现 出 来 。 
【 习题 】 


(1) 计算 | sin mz sin nz QZ ° 
(2) 4¥ | cosmzxcosnr dZ 。 


(3) 试 证 明 Machin 公式 。 


(4) 试用 于 = 2tan 1!$+tan 1 来 计算 xz 的 12 个 小 数位 的 近似 值 。 
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4.3 常 系 数 常 微分 方程 
在 解 各 种 各 样 代数 问题 时 ， 我 们 经 常 要 用 到 或 归于 代数 方程 之 求解 
。 相 类 似 的 ， 在 各 种 各 样 的 数理 分 析 ， 理 解 自然 之 中 ， 也 经 常 要 用 到 
或 归于 解 微分 方程 。 而 在 各 种 各 样 微分 方程 之 中 ， 最 为 简单 而 且 好 用 
者 ， 英 过 于 常 系数 常 微分 方程 。 这 也 就 是 本 节 所 要 研讨 的 课题 。 
4.3.1 算 子 符号 


本 节 将 以 表示 自 变数 ，Y 表示 待 求 的 函数 ，D 表示 微分 运算 和 ， 
亦 即 


(4.25) Df(z) = (7), Df(2) = "(2), ... ,Df(z) = f° (2) 
再 者 ， 我 们 将 用 p(DD) 表示 一 个 以 算 子 万 为 『 不 定 元 了 的 多 项 式 ， 即 
(4.26) p(D)= coD” + cD™ II 十 .十 ckDn 十 .十 cn 


其 中 ciE Co。 把 p(D) 想 成 由 所 有 无 穷 阶 连续 可 微 实 变 ( 复 值 ) 函数 所 
组 成 的 线性 空间 7 上 的 算 子 ， 亦 即 


p(D)f(z) = coD"f(z) + cD"™ f(z)+ 


0 十 ckD" f(r)+...+ cnf (7) 
显然 有 
(4.28) pID)(K f(z) + kofolz)) = kp(D)fi(z) + kap(D)fol(z) 


所 以 p(DD) 乃 是 一 个 线性 算 子 。 再 者 ， 设 p(D) 和 0(D) 是 两 个 这 样 的 线 
性 算 子 ，p(D).g(D) 是 将 它们 用 DD 的 多 项 式 乘 法 所 得 的 算 子 ， 则 容易 
验证 


(4.29) (p(D) :aq(D)) f(x) = p(D)(q(D) Fz)) 
对 于 任 给 f(z) Ee y 党 成 立 ， 亦 即 线性 算 子 p(D) 和 4(D) 的 组 合 就 是 
p(DD):q(D)。 其 实 ，(4.29)- 式 所 表达 者 一 - 算 子 组 合 和 多 项 式 乘法 之 间 的 


基础 分 析 学 之 一 


102 第 四 章 . 初等 函数 及 其 应 用 举例 


| 同 构 」 关系 一 一 乃 是 引进 算 子 符号 的 原由 和 优点 所 在 。 它 使 得 我 们 可 
以 有 效 地 运用 多 项 式 的 代数 知识 来 达成 微分 方程 


(4.30) p(D)y=0 
的 求解 。 

采用 研讨 线性 空间 和 线性 算 子 的 通用 符号 ， 我 们 将 用 Ker (p(D)) 表 
示 了 中 所 有 满足 
(4.31) p(D)f(z2)=0, f(z)eEYV 
所 成 的 子 集 ， 亦 即 微分 方程 (4.30) 的 解 函数 的 集合 。 由 p(DD) 的 线性 
( 亦 即 (4.28)- 式 ) 可 见 Ker (p(D)) 万 是 7 中 的 一 个 线性 子 空 间 ， 亦 即 
(4.32) fi(z), fo(z) € Ker (p(D)) SS fi(z) + kofo(z) € Ker (p(D)) 


4.3.2 p(D)=(D 一 和 )* 的 情形 ;AEC 

让 我 们 先 来 研讨 两 个 简单 的 特殊 情形 ， 即 其 一 是 入 二 0 者， 其 二 是 
有 二 1 者 。 

【 例 一 】: f(x) e Ker(D*) 的 充 要 条 件 是 : f(x) 万 是 一 个 次 数 至 多 为 
一 1 的 多 项 式 况 数 。 

证 明 : 设 f(z) 是 一 个 次 数 至 多 为 上 一 1 的 多 项 式 函 数 ， 则 显然 有 
Drf(z) = 了 f(z) 三 0°。 反 之 ， 设 f(x) 三 0， 则 泰勒 公式 中 的 Ri 三 0， 
亦 即 


(kh—1) 
HPO 


而 R% 三 0， 所 以 f(z) 万 是 一 个 次 数 至 多 为 上 一 1 的 多 项 式 函 数 。 


【 例 二 】: 设 入 = 二 +iw 关 0° 则 Ker(D 一 入) 乃 是 由 etz(coswzZz 二 isinwz) 
的 常数 倍 所 组 成 的 一 维 子 空间 。 


证 明 : 设 f(7) €E Ker(D 一 入 ) 是 一 个 满足 


(4.33) f(x) = f(0) + f'(0)z + 


(4.34) Df(z) = Af (7) 
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的 非 零 函数 。 令 
(4.35) g(x) = € “(cos wT — isinwzr)f (zr) 


则 有 


Dg(x) = (Ne “(coswrx — isinwzx)f (7) 


4.36 
3%. +e (coswz — isinwz):Af(z)=0 


亦 即 g(Z) 乃 是 一 个 复 值 常数 。 所 以 f(x) 乃 是 eh?(coswz 十 isinwz) 的 复 
常数 倍 是 也 。 


【定理 4.3】: f(z) EKer(D - AN)# 的 充 要 条 件 是 


(4.37) jz) = esz(ecoswz 二 isinwzj(co 十 cz 十 .十 ch 12Z5) 
其 中 Ci 是 复 常 数 S 

证 明 : 一 如 | 例 二 | 令 
(4.35) g(7) =e (coswr — isinwz)f(z) 
则 有 

Dg(x) = (Ne “*(coswz — isinwz)f (7) 
(4.38) +e ?(coswx — isinwz)Df (7) 
= er(coswr — isinwzr)(D— Nf(z) 

如 此 逐步 计划 ， 即 得 : 
(4.39) Dg(x)=e “(coswr —isinwz)(D— Mf(r)=0 
由 [ 例 一 ] 即 得 g(z) 乃 是 一 个 次 数 至 多 为 (k 一 1) 的 多 项 式 函 数 ， 亦 即 


(4.40) f(z) = es(coswr + isinwr)g(z) 


万 是 如 (4.37)- 式 所 表达 者 。 
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4.3.3 p(D) 是 一 般 的 情形 


在 p(D) 是 一 般 的 情形 ， 由 代数 基本 定理 可 见 p( 思 ) 可 以 表达 成 下 述 
形式 ， 即 


(4.41) »(D)= |[[(D- NN)” 
7=1 
其 中 {Nj 二 hi 十 iwj,1 之 j 之 人 是 相 骨 的。 显然 有 
(4.42) Ker (p(D)) 2 Ker(D—-N)®, 1<j<Y 


所 以 当然 也 包含 


《 
(4.43) > ev? (cos wz + isinwr)g;(7) 
了 


其 中 gj(z) 是 任 给 次 数 至 多 是 (aj -1) 的 多 项 式 函 数 。 下 述 [定理 4.4] 证 
明 任何 Ker (p(D)) 中 的 函数 都 可 以 唯一 地 表达 成 (4.43)- 式 所 给 者 。 


【定理 44】: 设 flz) € Ker(p(D)), p(D) 如 (4.41)- 式 所 给 者 ， 则 f(x) 
可 以 唯一 地 表达 成 (4.43)- 式 所 给 者 。 


用 下 述 引 理 ， 则 可 把 上 述 [定理 4.4] 归 于 [定理 4.3] 直 接 推导 之 。 
【 引 理 】: 设 d(X) 和 mm(X) 分 别 是 p(X) 和 0(X) 的 最 高 公 困 式 和 最 低 
公 倍 式 ， 则 
(4.44) Ker (d(D)) = Ker (p(D)) N Ker (q(D)) 
(4.45) Ker (m(D)) = Ker (p(D)) + Ker (gq(D)) 
证 明 : 先 证 (4.44)- 式 : 显然 有 
(4.46) Ker (d(D)) C Ker (p(D)) N Ker (9(D)) 
所 以 我 们 只 需 再 证 (4.46)- 式 的 逆向 包含 式 ， 亦 即 要 由 p(D)Jj(z) = 0 和 


q(D)f(x) =0 去 推导 d(D)f(x) =0。 由 [定理 1.5] 得 知 存 在 多 项 式 的 表达 
式 


(4.47) dX) = A(X) -p(X) + B(X) .a(X) 
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所 以 

(448) dD)F(z) = AD)YPD) fe) + BD)aAD)F) =0+0=0 
再 证 (4.45)- 式 : 显然 有 

(4.49) Ker (m(D)) 2 Ker (p(D)) + Ker (gq(D)) 


所 以 我 们 只 需 再 证 (4.49)- 式 的 逆向 包含 式 ， 亦 即 要 由 m(D)f(z)=0 
求 得 f(z) = 有 (7) 十 (XY) 而 且 p(D)fi(z) 二 0,4(D)fo(z) 二 0 的 分 解 。 
所 设 


0 去 
由 


(4.50) p(X)=d(X) .pi(X), gq(X)= dX):q(X) 
其 中 pi(XX) 和 0i(X) 互 素 。 再 者 
(4.51) m(X)= gq(X)pi(X) = p(X)qn(X) 


在 此 ， 再 用 [定理 1.5] 和 所 设 Di(X) 与 q1(X) 的 最 高 公 因 式 等 于 1， 即 有 


(4.52) 1= Ai(X)pi(X)+ Bi(X)q(X) 
所 以 

f(z)=1: f(z)= Ai(D)pi(D)f(z) + BID)a(D)f(z) 
(4.53) ee 


甸 见 


50) PDR) = Bi(D)p(D)a(D) fe) = 局 (Dim(D)7a) 
a(D) f(z) = Ai(D)aD)pi(D)Fz) = Ai(D)m(D)F (2) 


这 也 就 证 明了 Ker (m(D)) 中 的 任 给 f(z) 都 属于 Ker (p(D))+Ker(gq(D))。 


二 0 
二 0 


【推论 】: 当 p(D) 如 (4.41)- 式 所 给 者 ， 则 有 
£ 
(4.55) Ker (p(D)) = ® >_ Ker (D — NN)™ 


j=1 


将 上 述 推论 和 [定理 4.3] 结 合 ， 即 得 [定理 4.4] 。 
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4.3.4 p(D)y = g(z) 的 解法 

若 f(x) 和 f(x) 都 是 p(D)y 二 g(x) 的 解 ， 则 易 见 

PD)FE) — f(z)) = p(D)F(z) = p(D)f(z) = 9(7) — 9g(7) 0 
亦 即 fo(z) 二 f(z) 一 所 (7) 是 p(D)y 二 0 的 解 。 所 以 p(D)y = g(x) 的 通 解 
可 以 写成 下 述 模样 
f(z) = fi(2)+ fo(z), folz) € Kerp(D) 

亦 即 我 们 只 需要 找到 一 个 特殊 解 (7) 就 可 以 写 下 p(D)y = 9(z) 的 通 解 

。 如果 我 们 可 以 从 某 些 途径 ( 如 解 题 的 实际 经 验 ) 知道 这 个 特殊 解 的 
样子 时 ， 当 然 就 可 以 用 待定 系数 法 求 之 ; 但 一 般 来 说 ， 我 们 所 能 辨认 
的 g(x) 的 样子 还 是 十 分 有 限 ， 大 多 数 是 P(z)esz 的 组 合 。 下 面 我 们 将 
会 讨论 一 个 有 系统 的 方法 来 寻找 这 些 特殊 解 ， 且 以 一 个 简单 例子 来 具 
体 说 明 其 做 法 。 
【 例 a : 求解 (D2+1)f(x)=tanz,0<7x<5° 

解 : 易 见 (DD? 十 1)fo(x) 二 0 的 通 解 为 

fo(x) =cicosz 十 Cosinx， C1,C2 为 常数 
而 寻找 有 (7X) 的 方法 是 把 上 述 fo(7) 的 通 解 中 那些 常数 cl 和 co 当 作 为 
待定 函数 ， 并 设法 寻找 适当 的 cl(z) 和 ca(Z) 来 构造 出 g(7)。 令 
户 (Z) = cl(Z)cosZ 十 cz(Z) sinzy 
我 们 需要 有 2 个 条 件 式 才 可 以 唯一 地 确定 cl(z) 和 cz(Z)。 当 然 ， 太 (7z) 
首先 要 满足 (D2 十 1)f(z) = g(x)， 所 以 我 们 还 需要 额外 一 个 条 件 式 。 这 
个 条 件 式 自然 要 选 得 愈 便 于 计算 愈 好 ， 若 把 它 选 得 适 考 
虑 cl(zj, cz(z) 的 高 阶 微分 者 当然 就 是 最 好 的 ! 先 对 户 (z) 微 
卢 (Z)=c(zjcosz 一 ci(z)sinz 十 cs(z)sinz 十 cz(Z)cosz 
由 此 可 见 ， 我 们 应 该 令 gl(zjcos7z + co(z)snz = 0， 使 得 月 (z) = 
一 C1(X) sinx 十 Co(Y)cosX。 继 续 对 亡 (Z) 微分 ， 得 
fi(z) = —o(r)sinz— cl(r)cosr+t+oe(r)cosr— c(t)sinz 
一 一 sinZ 十 cocosZ 一 万 (7) 


全 及 (z) 十 户 (Z)= 一 cz)snz 一 co(z)cosz = tanz 
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所 以 ，cli(Z) 和 ca(Z) 是 会 满 下 述 联 立 一 阶 微分 方程 : 


上 本 
人 ci(Z)jcosZ 十 co(Z)sinzZ =0 


一 Ci(Z) sinZ 十 co(Z)cos2 = tanz 


见 其 解 为 gd(z) = 一 sinztan7 = cosx 一 seczZ o(Z) = sinzx， 亦 即 
cl(Z) = 二 sinx 一 ln(secx 十 tanx), cz(Z) 三 一 cogsZz。 所 以 ， 我 们 找到 一 个 特 
珠 解 


亡 (Z) = 一 cosZln(secZz + tanz) 


而 (D2 十 1)f(z) = tanzx 的 通 解 为 
jzZ)=clcogsZ 十 czsin7Z 一 cogZln(secZ 十 tan7z) 


易 见 上 述 方法 可 推广 到 处 理 一 般 的 常 系数 常 微分 方程 p(D)y = g(x)， 其 
解法 我 们 称 之 为 【参数 变 分 法 」(method of variation of parameters)。 


欧 反 几何 、 球 面 几 何 和 非 欧 几 何 的 
统一 理论 


自古 到 今 ， 人 类 理性 文明 世代 相 承 、 精 益 求 精 地 对 于 我 们 和 万 物 万 
象 共 存 于 其 中 的 [空间 」 的 本 质 的 研究 ， 总 称 之 为 几何 学 (Geometry)。 
由 此 可 见 ， 几 何 学 也 就 是 空间 本 质 的 认识 论 。 因 此 ， 几 何 学 理所当然 
地 是 各 种 各 样 自 然 科学 的 基础 所 在 ， 自 然而 然 地 是 整个 自然 科学 的 先 
行者 和 科学 方法 论 的 发 祥 地 与 典范 。 在 人 类 理性 文明 的 发 展 史 上 ， 几 
何 学 在 古 希 腊 时 代 获 得 长 足 的 进展 ， 其 辉煌 的 成 就 有 赖 于 Euclid 所 闭 
的 几何 原理 (Elements) 集 其 大 成 ， 流 传 后 世 ， 所 以 现在 通常 把 它 称 之 
谓 欧 色 几何 学 (Euclidean Geometry)。 


Euclid 的 Elements 对 于 当代 研讨 所 得 的 几何 认 知 ， 采 用 | 公理 化 ] 
(axiomatic) 的 论述 方式 。 | 其实 ， 公 理化 的 论述 方式 并 非 Euclid 所 首创 
，Euclid 的 体系 大 概 可 以 追溯 到 Eudoxus 的 论著 ; 可 异 Eudoxus 的 原著 
早已 失传 ， 我 们 已 无 缘 得 见 其 原貌 了 。|] 概括 地 说 ， 公 理化 的 论述 方式 
万 是 选 定 一 组 简朴 而 且 基 本 的 性 质 作 为 起 点 ， 有 系统 地 逐步 推演 所 要 研 
讨 的 事物 (例如 几何 学 所 要 研讨 的 空间 ) 的 其 他 各 种 各 样 有 用 、 常 用 的 
性 质 。 当 年 把 所 选用 的 基础 性 质 (起 点 ) 叫做 公理 ， 把 那些 由 公理 演 
绎 推导 而 得 者 叫做 定理 。 对 于 欧 氏 几何 学 的 公理 体系 和 公理 化 治学 的 
要 点 ， 在 1899 年 Hilbert 所 着 的 几何 基础 论 (Grundlagen der Geometrie) 
中 有 详尽 的 讨论 ， 可 供 有 意 深究 者 参阅 。 大 体 上 来 说 ， 公 理化 的 方法 
论 也 就 是 用 逻辑 推理 (logical deduction) 来 对 于 某 一 种 知识 体系 构造 一 
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种 性 质 层 面 上 的 以 简 御 繁 。 


长 话 短 说 ， 我 们 所 在 的 空间 的 各 种 各 样本 质 之 中 ， 最 为 简朴 基本 者 
可 以 归 为 下 述 四 种 ， 即 


1. 点 、 线 、 面 的 连结 与 分 隔 (基本 结构 ) 


2. 连续 性 : 直线 的 连续 不 断 < 》 实数 系 的 连续 性 


3. 对 称 性 : 空间 对 于 平面 的 反射 对 称 性 4 直 合 公理 (S.A.S.) 等 ; 


4. 平 直 性 : 平行 公理 全 三 角形 内 角 和 恒 等 于 一 平角 。 


从 几何 直观 来 看 ， 前 三 者 的 直观 内 涵 都 十 分 明确 、 自 然 ， 唯 独 平 直 性 
的 直观 内 涵 令 人 难以 理解 其 精 要 何在 ? 此 事 一 直到 十 九 世 纪 初 才 真 相 
大 白 ， 这 也 就 是 为 什么 从 十 希腊 到 十 八 世纪 末 ， 二 千 多 年 来 很 多 几何 
学 家 都 对 于 平行 公理 感到 不 自在 ， 因 而 都 想 (用 其 他 公理 来 ) 证 之 而 
后 快 的 原由 。 一 直到 十 九 世 纪 初 (Bolyai, Lobachevsky, Gauss) 非 欧 几何 
学 的 发 现 才 一 方面 知道 平行 公理 是 不 能 用 其 他 公理 来 加 以 论证 的 ， 而 
另 一 方面 也 搞 清楚 平行 公理 的 直观 内 涵 乃 是 空间 的 [本 质 性 曲率 」 等 
于 零 ( 亦 即 平 直 性 ) 。 

本 章 将 以 微 积分 为 工具 ， 对 于 欧 民 、 球 面 与 非 欧 这 三 种 几何 ， 建 立 
其 求 同 存 骨 的 统一 理论 ， 作 为 本 书 所 研讨 的 基础 分 析 学 的 一 个 重要 应 
用 之 范例 。 


5.1 非 欧 几何 的 发 现 过 程 及 其 历史 意义 


在 欧 色 所 著 的 Elements 入 理 体 系 之 中 ， 
第 五 公设 也 就 是 我 们 通常 称 之 为 平行 公理 者 ， 即 平面 上 任 es 
线 bi, lz2， 若 其 为 另 一 直线 2 交 截 的 同 傍 内 角 之 和 少 于 平角 ， 则 如 [2 必 
定 相交 于 《 的 该 侧 ， 亦 即 如 [图 5-1] 所 示 : 


Ll1 十 <2< 平 角 一 £1, bo 相交 于 Ll1, 人 2 之 同 侧 
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名 


[图 5-1] 


若 我 们 对 于 整个 欧 氏 几何 学 的 逻辑 体系 再 作 一 次 详细 的 分 析 ， 就 会 
发 现 上 述 第 五 公设 在 所 有 定量 几何 的 基本 定理 (如 三 角形 内 角 和 定理 
、 面积 公式 、 相 似 三 角形 定理 、 毕 色 定 理 等 等 ) 的 论证 之 中 都 扮演 著 
基本 重要 的 角色 。 但 是 这 个 第 五 公设 所 反映 的 空间 本 质 的 直观 内 含 究 
竞 是 什么 呢 ? 却 又 是 一 直 困 扰 著 古 希腊 到 十 九 世 纪 初 非 欧 几 何 学 的 发 
现 之 前 世 世 代 代 的 几何 学 家 的 老大 疑问 。 人 他们 对 于 上 述 几何 基础 论 上 
的 疑难 的 研究 大 致 上 可 以 分 成 三 个 阶段 : 


【第 一 阶段 】 : 试 著 改 用 其 他 几何 命题 来 替代 第 五 公设 ， 例 如 当然 可 
以 用 三 角形 内 角 和 恒 等 于 平角 来 替换 平行 公理 。 但 是 这 种 尝试 并 不 成 
功 ， 因 为 他 们 用 来 替代 的 几何 命题 的 直观 内 含 依 然 难以 捉摸 。 


【第 二 阶段 】: 试 著 用 欧 氏 公理 体系 中 其 他 的 公理 去 证 明 第 五 公设 。 
假若 真 的 能 够 达成 这 样 一 个 证 明 的 话 ， 则 第 五 公设 就 可 以 根本 从 公理 
体系 中 省 却 ! 岂 不 使 得 整个 几何 公理 体系 更 加 简洁 明了 ?但 是 此 事 两 
千 多 年 来 ， 世 世代 代 的 几何 学 家 们 ， 展 试 峰 败 ， 事 与 愿 违 。 


【第 三 阶段 】: 从 世 世 代 代 试 证 第 五 公设 的 教训 中 ， 促 使 十 八 、 十 九 世 
纪 的 某 些 几何 学 家 们 去 探索 另 一 种 几何 体系 的 可 能 性 ， 亦 即 是 否 存 在 著 
另 一 种 满足 唯 独 在 第 五 公设 上 和 欧 氏 体系 相 异 的 几何 体系 ?假如 存在 的 
话 ， 一 方面 使 我 们 充分 理解 为 什么 试 证 平行 公理 屡 试 必 败 ! 而 另 一 方面 
也 可 从 欧 氏 几何 和 这 种 大 同 小 异 的 | 非 欧 几 何 」 的 本 质 的 异同 比较 之 
中 ， 真 正 认 识 到 第 五 公设 的 直观 内 涵 究 竟 是 什么 ! 在 这 方面 的 探讨 终 
于 在 十 九 世 纪 初 获得 了 突破 性 的 成 功 ， 这 就 是 当年 Bolyai, Lobachevsky 
和 Gauss 在 非 欧 几何 学 的 发 现 与 建立 上 的 重大 成 就 。 

长 话 短 说 ， 如 今 我 们 已 经 知道 这 种 和 欧 氏 几何 大 同 小 异 ( 亦 即 仅仅 
在 三 角形 内 角 和 上 与 欧 氏 几何 相册 而 在 其 他 各 方面 完全 和 欧 氏 几何 相 
同 ) 的 非 欧 几何 体系 是 存在 的 。 现 在 我 们 再 来 回顾 这 一 段 历 史 性 的 进 
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展 ， 似 乎 宜 于 下 述 两 点 著 手 研讨 之 ， 即 
(一 ) 导致 非 欧 几 何 学 之 发 现 的 思路 和 重要 的 突破 点 是 那些 ? 


(二 ) 欧 氏 几何 、 球 面 几 何 和 非 欧 几 何 乃 是 三 种 大 同 小 异 的 几何 体系 ， 
其 大 同 在 于 它们 都 具有 同样 的 连续 性 和 对 称 性 ， 而 其 小 异 则 在 于 
它们 的 三 角形 内 角 和 分 别 是 等 于 、 大 于 和 小 于 一 个 平角 。 是 否 可 
以 求 大 同 存 小 剧 ， 建 立 起 一 种 统一 这 三 种 几何 学 的 理论 呢 ? 


这 也 就 是 我 们 要 接著 详 加 研讨 的 中 心 课题 。 


5.2 发 现 非 欧 几 何 学 的 思路 与 突破 点 


又 看 起 来 ， 非 欧 几 何 学 的 发 现 当 然 是 一 种 存在 性 问题 ， 其 所 要 探索 
者 万 是 某 种 数理 模型 ( 亦 即 体系 ) 是 否 存在 的 问题 。 大 体 上 来 说 ， 在 
各 种 各 样 的 数理 模型 的 研讨 之 中 ， 存 在 性 问题 和 唯一 性 问题 乃 是 两 个 
既 相 对 又 相关 的 基本 问题 。 在 这 里 有 一 个 耐 人 了 寻思 、 富 有 芹 理 的 想法 
， 那 就 是 存在 性 的 探索 往往 要 先 从 唯一 性 的 研讨 著 手 。 其 实 ， 和 后 者 经 
常 是 达成 前 者 的 捷径 。 这 种 想法 又 听 起 来 难免 感到 太 玄 了 些 ， 但 是 稍 
加 分 析 ， 就 不 难 初 步 看 出 它 的 合理 性 。 因 为 要 凭空 构造 出 一 种 具有 各 
种 各 样 基本 性 质 的 数理 模型 有 如 大 海 捞 针 ， 往 往 是 徒劳 无 成 的 。 而 唯 
一 性 方面 的 研讨 正好 就 是 逐步 缩小 范畴 ， 也 就 自然 而 然 地 把 所 要 构造 
的 事物 逐步 加 以 明确 。 

把 上 述 想 法 运用 到 「 非 欧 几 何 」 的 探索 上 ， 就 是 要 深入 研讨 那些 不 
依赖 于 第 五 公设 就 能 证 明 的 几何 定理 。 例 如 我 们 在 《基础 几何 学 之 一 》 
中 所 证 明 的 下 述 定理 就 是 其 中 一 个 重要 的 突破 点 ， 即 
【定理 5.1】 :三 角形 的 内 角 和 不 大 于 一 个 平角 。 

【定理 5.2】: 若 有 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 一 个 平角 ， 则 所 有 三 角形 
的 内 角 和 恬 恒 等 于 一 个 平角 。 

由 此 可 见 ， 我 们 所 要 探索 者 ， 乃 是 那 种 三 角形 内 角 和 恒 小 于 一 个 平角 的 
几何 体系 。 很 自然 我 们 可 以 把 平角 和 一 个 三 角形 的 内 角 和 的 差额 定义 为 
该 三 角形 的 『 角 亏 」(defect) ; 当 我 们 把 一 个 三 角形 分 割 成 两 个 三 角形 
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， 如 [图 5-2] 所 示 ， 易 见 它 的 角 亏 万 是 两 个 子 三 角形 的 角 亏 之 和 ， 亦 即 


j(A) = 6(A1) + 5(As) 


Al \ 公 > 


[图 5-2| 
显然 ， 三 角形 的 面积 也 有 同样 的 分 割 可 加 性 ， 即 


A(A) = A(A1) + A(A;) 


再 者 ， 角 亏 和 面积 当然 都 是 受 合 不 变量 ， 而 且 它 们 也 有 具 有 同样 的 『 包 


含 不 等 式 ]， 即 i 
, > ' 
Se | jlA) > 5(A) 

用 上 述 三 点 共同 的 性 质 就 可 证 得 


【定理 5.3】 :在 一 个 给 定 的 非 欧 几何 体系 中 ， 任 给 三 角形 的 角 亏 和 面 
积 之 间 的 比值 乃 是 一 个 本 质 性 的 常数 ， 亦 即 存 在 一 个 常数 及 使 得 


Oa ey pe 


对 于 所 有 三 角形 恒 成 立 。 

三 角形 乃 是 最 为 简朴 的 二 维 几 何事 物 (2-dimensional geometric object) 

三 角形 的 几何 性 质 则 自然 而 然 是 整个 几何 学 的 基础 所 在 。 在 欧 色 几 
何 体系 中 ， 三 角形 的 内 角 和 恒 等 于 一 个 平角 和 S.A.S. 县 合 条 件 分 别 反 
映 著 空 间 的 两 大 基本 性 质 ， 亦 即 平 直 性 和 对 称 性 。 在 非 欧 几何 体系 中 
， 上 述 [ 定 理 5.3] 乃 是 前 者 的 变化 ， 而 S.A.S. 的 三 角形 受 合 公理 则 完全 
同样 成 立 ， 这 也 就 是 非 欧 几 何 体系 和 欧 氏 几何 体系 具有 完全 同样 的 对 
称 性 的 另 一 种 表达 方式 。 从 定量 几何 的 观点 来 看 ，S.A.S. 党 合 条 件 乃 是 
说 三 角形 的 六 个 基本 量 (三 边 边 长 和 三 角 角度 ) 之 间 ， 其 他 三 者 乃 是 
选 定 的 两 边 一 夹 角 的 函数 ， 而 欧 氏 三 角 学 (Euclidean Trigonometry) 中 
的 正弦 定律 和 余弦 定律 则 是 把 任意 三 角形 的 角 边 之 间 的 函数 关 系 加 以 
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具体 明确 的 定量 几何 基本 定理 ， 它 们 又 是 进而 用 解析 法 研讨 几何 的 基 
础 工具 。 可 以 说 欧 氏 三 角 学 乃 是 欧 氏 三 角形 的 解析 几何 ， 而 它 又 是 整 
个 欧 氏 解析 几何 学 的 基石 所 在 。 由 此 可 见 对 于 所 要 探索 的 非 欧 几何 体 
系 的 唯一 性 研讨 的 重大 突破 点 ， 理 当 在 于 其 中 任意 三 角形 的 三 边 三 角 
之 间 的 函数 关系 的 确定 ， 亦 即 我 们 所 要 进而 研讨 的 要 点 在 于 其 中 任意 
三 角形 的 | 正弦、 和 伐 纺 定律 」。 


首先 ， 为 了 便于 讨论 ， 我 们 可 以 适当 地 选 定 长 度 的 单位 使 得 [定理 
5.3] 中 的 常数 二 1。 就 好 像 在 研讨 球面 几何 时 ， 半 径 为 尺 的 球面 上 ， 
三 角形 的 角 盈 和 面积 之 间 的 关系 式 乃 是 


假如 我 们 改 用 其 半径 为 长 度 单位 ， 则 上 述 关系 式 就 可 以 简化 为 s(A) = 
A( 人 A)° 

长 话 短 说 ，Bolyai, Lobachevsky 和 Gauss 各 别 在 十 九 世 纪 初 叶 所 达成 
的 重大 突破 也 就 是 确立 了 非 欧 空间 中 的 正 纺 、 人 欠 弦 定律 ， 即 


划 订 晤 访 十 各 下 全 


sinha sinhb sinhec 


sinh a sinh bcosC = coshacoshb— coshc 
非 欧 外 弦 定 律 : 4 sinhbsinhccosA = coshbcoshc 一 cosha 
sinhcsinhacos B= coshccosha— coshb 


[ 注 ] : 双 曲 正弦 、 人 钞 弦 函数 sinht 和 cosht 的 定义 式 是 
; _1 Et _1 Et st 
sinht = 3(e e ), cosht = 3(e 十 e ) 


其 命名 之 原由 是 过 = cosht,y 二 sinht 所 表达 之 曲线 用 是 双 曲 线 2 一 二 1 
之 一 支 。 再 者 ， 由 83.4 节 的 Euler 公式 可 见 : 


sin(it) = isinht, cos(it) = cosht 
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5.3 欧 色 、 球 面 与 非 欧 三 角 定 律 的 统一 理论 


欧 民 、 球 面 与 非 欧 乃 是 三 种 具有 同样 的 连续 性 和 对 称 性 的 几何 体系 
， 例 如 其 中 的 三 角形 都 满足 S.A.S. 党 合 公 理 ， 而 在 三 种 几何 学 中 各 别 
的 正弦 条 弦 定律 则 是 三 种 解析 几何 的 基础 所 在 。 假 如 我 们 把 三 种 几何 
的 正弦 、 徐 弦 定律 加 以 比较 分 析 ， 就 会 看 到 三 者 的 正弦 定律 在 形式 上 
十 分 相似 ， 即 


欧 氏 正弦 定律 : sinA _ sinB 四 Sin C 


a b C 
球面 正弦 定律 . Sn 加 I ee 
sina sinb sinc 


sinhw sinhb sinhe 


非 欧 正弦 定律 : sin A 加 sinB 加 Sin C 


但 是 欧 氏 余弦 定律 和 其 他 两 种 在 形式 上 则 相差 其 远 ， 倒 是 球面 和 非 欧 
儿 弦 定律 则 十 分 相似 。 


[图 5-3] 


如 [图 5-3] 所 示 ， 把 单位 球 放 大 hR- 倍 ， 即 得 半径 为 尺 的 球面 。 令 
和 4BC 和 人 4B'C' 分 别 是 相应 的 球面 三 角形 ， 则 有 4' = 4, B'=B， 
C0C'==C, a' = Ra, b= Rb,c' 二 Re。 由 此 可 见 半径 为 hR 的 球面 上 的 正 、 
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sinA’ sinB’ sinC’ 

i 

(5.1) sin 第 Sin 页 Sin 祁 
1 1 用 1 1 


sin sin 万 cosC' 一 cos 元 一 cos 克 cos 斑 等 等 
我 们 可 以 把 上 述 半 径 为 民 的 球面 上 的 正 、 和 余 纺 定律 略 作 变化 ， 即 改写 
为 


sin A’ sin B’ Sin C/ 


人 二 i 
(5.1)8 及 Sin 于 Rsin 殉 Rsins$ 
党 1 1 


ResinS sin cosC’ = (cosS ~ cos Scos™) 等 等 
从 几何 的 观点 ， 很 自然 地 可 以 把 欧 氏 平面 想 成 是 球面 无 限 放 大 的 局 部 
形式 。 因 此 ， 欧 反正 、 人 条 弦 定 律 应 该 可 以 表达 成 尺 - 球 面 上 的 正 、 人 条 弦 
定律 在 尺 一 oo 的 极限 形式 。 用 上 述 改 写 和 后 的 形式 就 很 容易 看 到 这 一 点 
， 即 有 


/ i 0 
. .a .， Sin 入 
lim Rsin = lim — EE =a :1=a, 
RR 1/ 岂 
RS 拟 一 0 R 
/ ce 
C 2,. 工 一 Cog8 1 ,2 
(5.2) lim R?(1—cos=)=¢ lim 一 ee 


/ / 


1 
im 用 (1 一 cos 元 co | = 3 平公 从 


所 以 (5.1)R- 式 在 尽 一 oo 的 极限 形式 就 是 
sin 4/ 加 sin B’ Sin C/ 
es 也 过 久 于 Cl 
ai cos C' = (a” 证 20 2 ， 等 等 


这 也 就 是 欧 氏 正 、 人 处 弦 定 律 。 其 实 ， 在 及- 球面 正弦 定律 中 所 出 现 的 函 
数 Rsin 还 有 其 自然 的 几何 意义 ， 即 如 [图 5-4 所 示 
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[图 5.4] 


有 R- 球 面 上 一 个 半径 为 a' 的 圆周 周 长 等 于 2rRsin 。 由 此 可 见 ， 民 - 球 
面 的 正弦 定律 还 可 以 进一步 改写 成 下 述 富 有 几何 意义 的 形式 ， 即 
Sin 4 sinB sinC 


5:3 三 二 
( ) Oa Ob Oc 


其 中 Or 表示 半径 为 + 的 圆周 周 长 。 


相信 当年 (1825 年 前 后 ) Bolyai 很 可 能 就 是 从 类 似 的 分 析 而 想到 在 
非 欧 空间 的 正弦 定律 也 应 该 是 上 述 形 式 ， 而 且 他 当时 业已 研讨 得 非 欧 
空间 中 半径 为 7 的 圆周 周 长 公 式 乃 是 


(5.4) Or = -sa VEr 
其 中 本 质 性 常数 开 就 是 6( 信 ) : 4(A) 的 那个 比值 常数 。 
[ 注 ] : 角 万 es 。 在 忆 球面 上 ， 三 角形 的 面积 公式 
可 写成 
s(A) = A(A) 
亦 即 s(A) = KA(A), K= 襄 


而 RR 球面 中 的 Or 遂 数 则 可 以 改写 成 


27 
Or= 一 -SmnVvVAT7 
VK 
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再 者 ， 在 非 欧 空间 的 面积 公式 则 是 
s(A) = -6(A) = —KA(A) 


而 上 述 圆周 周 长 公 式 (5.4) 则 可 以 改写 成 


/ A —Kr = 1 sin 7 
(5.4) > yn (- 役 : nv) ) 


总 结 上 面 的 分 析 所 得 ， 对 于 欧 民 、 球 面 和 非 欧 几何 的 本 质 有 下 述 统一 
全 局 的 几 个 要 点 : 


(一 ) 三 角形 内 角 和 与 面积 之 间 的 关联 : 
cs(A)=4+B+O-T= 开 4(A) 

其 中 本 质 性 常数 开 在 欧 氏 空间 为 零 ， 球 面 空间 为 正 而 非 欧 空间 为 负 。 

(二 ) 圆周 周 长 公式 : 


27 
GO7 = 一 一 SmVA7 
VE 


I 


(三 ) 正弦 定律 : 
sinA sinB snC 
Oa © ©c 
从 几何 结构 (geometric structures) 和 空间 模型 (space forms) 的 观点 来 
看 ， 欧 民 、 球 面 和 非 欧 这 三 种 空间 模型 所 共有 的 基本 结构 就 是 连结 于 各 
点 之 间 的 最 短 通 路 ( 亦 即 欧 反 、 非 欧 空间 的 直线 段 和 球面 的 大 圆 圆 缴 ) 
而 它们 所 共有 的 基本 性 质 则 是 它们 所 具有 的 反射 对 称 性 〈 亦 即 S.A.S. 
三 角形 党 合 公理 ) 。 对 于 这 样 的 空间 ， 其 中 最 为 简单 基本 的 几何 事物 
(geometric objects) 首 推 直 线段 、 三 角形 和 圆 ， 而 最 为 基本 重要 的 几何 量 
(geometric quantities) 则 是 直线 段 的 长 度 ， 三 角形 的 边 长 、 角 度 和 面积 
。 再 者 ， 上 述 三 点 当然 就 是 三 种 几何 学 中 的 基本 定理 的 统一 形式 ! 由 
此 可 见 ， 对 于 这 三 种 具有 最 为 丰富 的 对 称 性 的 几何 的 统一 理论 当然 就 
要 从 上 述 三 点 的 统一 论证 著 手 研讨 之 。 
首先 ， 让 我 们 对 于 欧 氏 和 球面 的 正弦 定律 的 几何 内 涵 再 来 下 一 香 温 
故 知 新 的 功夫 。 


(Bolyai) 
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5.3， 欧 氏 、 球 面 与 非 欧 三 角 定 律 的 统一 理论 
(i) 欧 氏 平面 对 于 任 给 一 点 O 的 旋转 对 称 可 以 用 其 上 以 O 点 为 原点 
， 如 [图 5-5] 所 示 。 


" To, to 上 ao 


的 极 坐标 (polar coordinate system) 加 以 简洁 描述 
P'( 


展区 还 沿 


一 个 绕 O 点 a 角度 的 旋转 把 极 坐 标 为 (ro 的) 的 P 点 映射 到 极 坐 标 为 
(rob 十 a] 的 P' 点 。 再 者 ， 在 绕 O 点 的 旋转 运动 之 下 ，P(ro, gb) 的 轨 


道 就 是 以 原点 为 圆心 的 贺 ， 亦 即 其 极 坐 标 方程 式 就 是 7 二 70。 

(i) 对 于 上 述 极 坐标 ， 射 线 OF 的 方程 就 是 0 = 的， 而 一 条 过 原点 O 
的 直线 的 方程 式 则 是 9 二 的 或 如 十 1+。 现在 让 我 们 再 来 看 一 下 其 他 那些 
不 过 原点 的 直线 的 极 坐 标 方程 式 应 该 如 何 表达 ?如 [图 5-6] 所 示 ， 设 7 


是 一 条 过 Pro,b0) 点 但 是 不 过 原点 的 直线 。 
入 
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如 [图 5-6] 所 示 ， 设 Q 是 《上 任 给 一 点 。 令 a(P), a(Q@) 分 别 是 《和 拓 
径 OB, O06 之 间 的 夹 角 。 由 人 OPOQ 的 正弦 定律 ， 即 得 


sin (x = a(P)) sin a(Q) 


(5.5) 人 
亦 即 
(5.5") rsinQa(Q) = rosin (x — a(P)) = rosin a(P) 


所 以 那些 不 过 原点 的 直线 的 极 坐 标 方程 式 乃 是 
(5.6) rsina 二 常数 


(iii) 设想 全 平面 对 于 O 点 作 单 位 角速度 的 旋转 运动 ， 则 它 在 每 一 点 
P(ro,b) 的 速度 向 量 就 是 那个 圆周 + 二 ro 在 忆 点 的 切 向 量 ， 其 长 度 等 
于 半径 ro ( 亦 即 [图 5-6] 中 所 示 之 亡 (P)， 这 是 往 后 在 多 元 分 析 学 中 通 
用 的 符号 ， 它 所 表达 者 万 是 只 有 bf 坐标 作 单 位 变 率 的 速度 向 量 ) 。 再 
者 ， 沿 著 直 线 4 的 单位 速率 的 速度 向 量 当然 就 是 直线 《 在 该 点 的 单位 
长 切 向 量 ， 分 别 以 咒 (P) 和 te(P) 表示 上 述 两 种 速度 向 量 ， 则 直线 方程 
(5.6) 的 几何 意义 就 是 : 


(5.7) ZA 


二 7sina 二 常数 
[ 注 ] : 若 用 运动 学 的 观点 来 说 ， 上 述 方程 式 也 就 是 直线 等 速 运动 的 角 动 
量 守恒 定律 是 也 。 
接著 ， 让 我 们 再 用 同样 的 观点 来 分 析 球 面 上 的 情形 如 下 : 


(i) 有 鉴于 球面 的 均匀 性 (homogeneity)， 不 妨 设 给 定 的 原点 位 于 北极 
N， 则 单位 球面 以 北极 为 原点 的 极 坐 标 为 [图 5-7] 所 示 : 
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N 


~ 


i 


[ 图 5-7] 


在 球面 对 于 北 、 南 极 的 旋转 运动 之 下 ， 其 轨道 用 是 17 一 常数 ] 的 纬 圆 
， 而 过 北 、 南 极 的 大 圆 则 是 经 线 。 


(ii) 同样 的 ， 我 们 以 荔 (P) 表示 上 述 单 位 角速度 的 旋转 运动 在 已 点 
的 速度 向 量 ， 则 它 就 是 纬 圆 在 书 点 的 切 向 量 ， 其 长 度 为 snr。 

另 一 方面 由 球面 正弦 定律 也 可 以 得 出 球面 上 的 大 圆 的 极 坐 标 方程 式 
乃 是 


(5.8) sinrsina 二 常数 


而 且 上 述 测 地 线 ( 亦 即 大 圆 ) 方程 的 几何 意义 也 同样 的 是 


9 i 


亦 即 是 球面 测 地 线 等 速 运动 的 角 动 量 守 恒定 律 。 


由 上 面 这 样 一 段 [ 温 故 」]， 我 们 认识 到 欧 民 、 球 面 正弦 定律 其 实 就 
是 测 地 线 上 等 速 运 动 的 角 动 量 守恒 定律 ， 亦 即 
(DP) .te(P) = 常数 
由 此 自然 会 想到 非 欧 正弦 定律 也 一 定 就 是 这 种 角 动 量 守 恒定 律 ， 而 且 
三 种 角 动 量 守恒 定律 应 该 具有 一 种 适度 的 推广 加 以 统一 ， 通 常 这 种 更 
加 广泛 成 立 的 定律 的 证 明 往 往 会 比 原先 各 别论 证 其 特殊 情形 的 证 法 反 
而 更 加 简明 朴素 。 这 也 就 是 我 们 在 下 一 节 所 要 研讨 的 课题 。 


(5.9) 
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5.4 旋转 面 的 解析 几何 


从 前 面 的 逐 层 剖析 和 一 路 探讨 ， 使 得 我 们 认识 到 旋转 面 的 解析 几何 
乃 是 能 够 把 三 种 几何 的 三 角 学 统一 起 来 的 自然 范 哺 ， 因 此 三 种 几何 中 
的 正弦 定律 应 该 可 以 推广 成 旋转 面 上 的 测 地 线 方程 的 普遍 形式 而 加 以 
统一 | 

旋转 面 在 人 类 的 历史 文明 中 ， 在 远古 的 陶器 中 即 已 经 常 出 现 。 在 很 
多 博物 馆 展览 的 石器 时 代 的 出 土 陶器 ， 经 常 可 以 见 到 造型 柔美 、 旋 转 
对 称 的 陶器 。 如 今 以 怀古 之 情 ， 想 像 远古 先 民 在 一 个 转盘 上 制作 它们 
的 情景 对 称 性 的 运用 在 人 类 文明 中 的 久远 与 广泛 ， 令 人 神往 。 


ne 


ee 


Re 


> 转轴 
| 图 5-8 |] 

旋转 面 的 极 坐 标 表 达 方 式 

旋转 面 乃 是 那 种 具有 旋转 对 称 性 的 三 维 几 何 模 型 。 例 如 欧 氏 平面 、 
球面 、[ 图 5-8] 所 示 的 陶 胚 面 和 非 欧 面 等 等 都 是 旋转 面 的 例子 。 我 们 现 
在 要 用 解析 法 去 研讨 一 个 旋转 面 的 几何 ， 很 自然 地 应 该 采用 极 坐 标的 
表达 方式 。 

设 M 是 一 个 对 于 基点 O 旋转 对 称 的 旋转 面 。 对 于 其 上 另外 一 点 PP 
， 令 7 为 O, 也 之 间 的 距离 ， 不 妨 设 O, PP 之 间 的 最 短 通路 ( 亦 即 测 地 
线 ) 唯一 存在 (因为 只 有 在 像 球面 上 O, PP 互相 对 顶 的 这 种 特殊 情形 ， 
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其 间 最 短 通路 才 会 不 唯一 ) ， 我 们 将 以 符号 OP 表达 之 。 再 者 ， 令 6 
为 OP 和 一 个 选 定 的 基准 方向 之 间 的 定向 夹 角 ， 则 (1,0) 就 叫做 忆 点 
的 极 坐标 ， 如 [图 5-9] 所 示 。 


0 三 和 十 的 


[ 图 5-9 ] 


由 极 坐 标的 定义 ， 可 见 [7 = 常数 」 所 代表 者 万 是 以 基点 为 圆心 的 
同心 圆 系 ， 它 们 也 就 是 M 在 旋转 对 称 的 转动 之 下 的 轨道 (orbits of the 
rotation of M around O)。 再 者 ， 10 = 常数 上 所 表达 者 ， 则 是 其 他 各 点 
到 基点 的 最 短 通路 ， 例 如 欧 氏 平面 中 的 射线 和 球面 上 连结 南北 极 的 经 
线 。 所 以 那些 通过 基点 O 的 测 地 线 方程 也 就 是 9 二 多 或 0 二 如 十 TT。 


对 于 一 个 旋转 面 M 上 的 解析 几何 ， 所 要 研讨 的 一 个 首要 课题 就 是 那 
些 不 过 基点 的 测 地 线 应 该 如 何 表达 ? 其 研讨 之 所 得 即 为 下 述 [定理 5.4]: 


【定理 5.4】: 设 M 是 一 个 给 定 的 旋转 面 ，(7,0) 是 其 上 以 基点 O 为 原 
点 的 极 坐 标 系 ， 则 M 上 的 测 地 线 方程 乃 是 


(5.10) Orsina 二 常数 


其 中 Oro 是 + 二 ro 的 圆周 周 长 ，a(P) 是 测 地 线 在 已 点 和 矢 径 OP 的 
夹 角 。 


乃 是 欧 氏 、 球 面 和 非 欧 这 


上 述 [定理 5.4] 的 几何 意义 有 二 它 
是 旋转 面 上 等 速 测 地 运动 的 


i 
三 种 几何 的 正弦 定律 的 共同 推广 ， 其 二 
角 动 量 守恒 定律 的 普遍 成 立 ， 即 


是 
则 
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【推论 1】 (广义 正弦 定律 ) : 设 M 是 对 于 基点 O 〇 旋转 对 称 者 ， 人 OAB 
是 以 基点 为 其 顶点 之 一 的 三 角形 ， 则 有 
sinA sinB 


5.11 三 
( ) Oa Ob 


其 中 a,b 分 别 是 4A, BB 的 对 边 边 长 。 
[如 [图 5-10] 所 示 ， 它 是 [定理 5.4] 的 直接 推论 。] 


Obsin A= Obsina(A) = Oasina(B) = OasinB 
[图 5-10] 
【推论 2】 ( M 上 对 于 旋转 的 角 动 量 守恒 定律 ) 


0 


(5.12) 2 


(P) :ti(P)= 二 or sina(P) = 常数 


[定理 5.4] 还 有 一 个 重要 的 推论 ， 即 : 


【推论 3】 ( 广 闵 从 弦 定 律 ) : 令 ce 为 AO4 的 第 三 边 边 长 ， 亦 即 
c= AB， 则 


op es 
2 和 a 


其 中 f(r) = 寺 Or， 而 上 述 分 母 的 符号 在 a(P) < 5 时 取 正 号 ， 在 
了 < 时 取 负 号 。 
[由 [定理 5.4 推 导 [ 推 论 引 的 证 明 将 在 证 明 [ 定 理 5.4 之 和 后 再 做 。] 
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约 长 元 素 和 缴 长 的 第 一 变 分 公式 : 


要 研究 一 个 旋转 面 中 的 测 地 线 ， 当 然 首 先 得 明确 其 中 一 条 给 定 曲 线 
( 亦 即 通路 ) 的 长 度 的 定义 以 及 它 的 解析 表达 式 ， 然 后 再 进而 研究 连 
结 两 个 给 定点 之 间 的 茶 种 曲线 族 的 长 度 的 变化 规律 。 


从 解析 几何 的 观点 ， 一 条 曲线 乃 是 一 个 动 点 的 轨迹 ， 它 的 位 置 ( 亦 
即 坐 标 ) 可 以 用 [时 间 参 数 上 上 t 的 函数 加 以 解析 描述 ， 叫 做 该 曲线 的 
参数 表达 式 。 例 如 ，{xX 二 acost, yy 二 bsint; 0 之 t < 27} 万 是 椭圆 的 一 
种 参数 表 式 。 再 者 ， 一 条 曲线 的 长 度 则 可 以 用 积分 加 以 表达 。 例 如 欧 
其 平面 上 一 条 以 fv 二 jb) 一 g(D)， a <+ < 四 为 其 箔 氏 全 标 参 数 表 式 
的 曲线 ， 其 缴 长 的 解析 表 式 乃 是 让 [f'(t)? 十 g(t)?]3dt。 上 述 缴 长 积分 公 
式 也 可 以 用 下 述 0 


(5.14) ds* = dr? + dy 

上 述 微 分 公式 的 几何 意义 就 是 说 曲线 的 [ 微 段 」{(z(t),y(t)), tt <t< 
fitl1 三友 十 A 夺 的 弧 长 和 直线 段 P(t;)P(ti41) 的 长 度 几乎 相等 ， 亦 即 至 多 
相差 一 个 At 的 高 阶 微量 。 若 用 算式 表达 ， 即 有 


(5.15) Ais? = POP TA = A + A (modAt) 


其 实 这 也 就 是 (5.14)- 式 的 实质 内 涵 ， 而 它 也 就 是 名 股 定理 的 微分 化 形式 是 
也 ! 若 改 用 欧 氏 平面 的 极 坐 标 来 表达 ， 则 有 


2 一 cos0 y=rsing 
(5.16) 
az 三 arcos0 一 7rsnobad0 dy = drsin0+i+rcostdd 
代入 (5.14)- 式 即 得 
(5.14) ds = (drcos0 一 rsinbdb) 2 二 (drsing 二 rcosbadb) = dr’? + rd 


这 也 就 是 欧 色 平面 的 极 坐 标 弧 长 元 素 的 微分 式 。 如 [图 5-11] 所 示 ， 
(5.14) 其 实 也 是 匀 股 定理 的 微分 化 形式 。 
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泪 
扩 
堤 


[ 图 5-11] 


在 研讨 一 般 的 旋转 面 的 极 坐 标 缴 长 元 素 的 微分 式 之 前 ， 让 我 们 再 来 
看 一 看 单位 球面 这 个 常见 而 且 重 要 的 实例 。 设 P(7,0) 是 以 北极 为 基点 
的 球面 极 坐 标 ， 而 P(x,y,2z) 则 是 忆 点 的 笛 氏 坐标 。 如 | 图 5-12] 所 示 ， 
两 者 之 间 有 下 述 坐 标 变 换 式 ， 即 
(5.17) X=sinrcos0, y= sinrsinb, z= cosr 


将 (5.17')- 式 微分 即 得 


dx = cosr cosbdr 一 Sinrgsin 0OcO 
(5.18) dy = cosrsinOdr + sinr cos0dl 


dz = — sinrdr 
将 (5.18)- 式 代入 三 维 备 氏 坐标 所 熟知 的 弧 长 元 素 微分 式 
(5.19) ds = dx’ + dy? + dz’ 
即 可 计 莫 而 得 下 述 球面 坐标 的 弧 长 元 素 微分 式 : 
(5.20) ds” = dj 十 sin2rdb2 


如 [图 5-12] 所 示 ，(5.20')- 式 也 是 匀 股 定理 的 微分 形式 。 
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N Sin roQO 
P(ro, 00) 
70 
7 ds \ y 
化 
5 
[ 图 5-12 | 


从 上 面 对 于 曲线 乡 长 的 实例 分 析 ， 我 们 可 以 看 到 下 述 几 点 基本 认识 : 


(i) 一 条 参数 曲线 的 弧 长 在 本 质 上 万 是 它 的 『 细 分 线段 」 的 张 长 之 总 
和 ， 所 以 它 乃 是 一 个 积分 ， 亦 即 缴 长 元 素 的 积分 (/ ds) 。 


(i) 弧 长 元 素 的 几何 本 质 就 是 那 种 细 分 微 段 的 长 度 的 线性 ( 亦 即 一 
阶 ) 逼近 (linear approximation)， 因 为 在 [ds 的 积分 求 和 之 中 ， 任 何 
比 dt 高 阶 的 微量 是 完全 不 影响 其 积分 值 者 。 所 以 “ds” 的 实质 乃 是 微 
段 弧 长 的 线性 ( 亦 即 一 阶 ) 部 分 。 换 言 之 ， 也 就 是 微 段 弧 长 的 线性 化 


(linearization)。 


(六) 一 个 曲面 M 在 其 上 一 点 PP 的 切 平面 (tangent plane) 就 是 MM 在 
尸 点 的 邻近 微 片 的 线性 逼近 。 所 以 上 述 切 平面 上 的 几何 ， 其 实 就 是 M 
在 书 点 邻近 的 几何 的 局 部 线性 化 (local linearization) 者 也 ; 而 切 平面 上 
的 几何 乃 是 欧 氏 平面 的 几何 ， 其 中 的 线段 长 度 满足 名 股 定理 ， 切 向 量 
的 内 积 则 是 表达 这 种 局 部 线性 化 所 得 的 切 平面 几何 的 基本 结构 。 


将 上 述 对 于 曲面 上 曲线 张 长 概念 的 剖析 所 得 的 三 点 认识 ， 用 到 旋转 
面 上 就 可 以 得 到 它 对 于 极 坐 标的 缴 长 元 素 微 分 式 ， 即 


(5.21) ds = dr 十 (二 -) d0” 
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用 [图 5-13] 来 说 明 ， 上 述 公 式 也 就 是 微小 直角 三 角形 的 匀 股 公式 微分 
形式 。 
ar P'(ro+dr,00+d0) 
Dy ds 
P(ro,00) 
a0 
dO 
to 
| 图 5-13 | 
旋转 面 及 其 缴 长 元 素 : 


总 结 上 面 的 讨论 ， 一 个 旋转 面 M 在 对 于 基点 O 的 旋转 运动 下 的 轨 
道 组 成 以 O 点 为 圆心 的 同心 贺 系 ， 它 们 的 圆周 周 长 乃 是 描述 M 的 几 
何 本 质 函 数 @r。 令 f(r7)= 玄 Or， 则 M 上 的 屋 长 元 素 可 以 用 极 坐 标 以 
下 述 微 分 式 表达 之 ， 即 


(5.21") ds = dr + f(r)*d0’ 


再 者 ，M 在 O 点 的 局 部 线性 逼近 万 欧 氏 平面 ， 所 以 f(r) 在 + 二 0 的 令 
近 的 线性 遇 近 就 是 +， 亦 即 f(0) = 0 /0) = 1。 


反之 ， 上 述 缴 长 元 素 微 分 式 也 完全 确定 了 M 本 身 的 几何 结构 ， 所 
以 我 们 可 以 反 过 来 ， 对 于 任 给 满足 f(0)=0 和 了"(0)=1 的 二 阶 连续 可 
微 函 数 f(r)， 定 义 一 个 以 f(7) 为 其 本 质 函 数 的 旋转 面 ，M?(f)， 它 具有 
极 坐 标 和 (5.21)- 式 所 给 的 弧 长 元 素 微 分 式 。 这 也 就 是 我 们 要 研讨 旋转 
面 的 解析 几何 ， 自 然而 且 恰 如 其 广 的 范畴 。 在 M2?(f) 上 的 任 给 一 条 平 
滑 曲 线 下 ， 可 以 用 其 极 坐 标 参 数 式 {7 = p(t),0 二 W(t), a 之 t+ 和 < 加 以 
描述 ， 而 它 的 长 度 则 可 以 用 下 述 积分 式 表达 之 ， 即 


2 20) = f= | er + Hye]! 
二 人 [or 人 (的 十 FePO)2w (03 3 yp 


a 
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有 了 上 述 明确 的 概念 性 基础 ， 就 可 以 用 微 积 分 的 计算 去 研究 M2(f) 上 
的 弧 长 变 分 ， 从 而 证 明 [ 定 理 5.4] 及 其 [推论 3]。 
M2(f) 上 的 约 长 变 分 及 其 第 一 变 分 公式 : 

设 4A, BB 是 M2?(f) 上 的 给 定 两 点 。 连 结 于 A, B 之 间 的 曲线 是 非常 多 
种 多 样 的 ;它们 之 间 变 动 的 自由 度 是 无 穷 维 的 。 由 此 可 以 想到 ， 要 用 微 
积分 去 研究 A, B 两 点 之 间 的 最 短 通路 是 无 法 像 有 限 元 函数 的 极 值 问 题 
那样 ， 直 截 了 当地 运用 微分 为 零 条 件 式 去 求解 的 。 为 了 研究 像 弧 长 积分 
这 种 定义 于 无 穷 维 事 物 (例如 连结 于 A, BB 之 间 的 平滑 曲 线 之 总 体 ) 的 
| 池 数 」 的 极 值 问题 ， 所 发 展 的 学 科 叫 做 变 分 学 (variation theory) ?而 
上 述 最 短 通 路 问题 的 研讨 也 就 是 变 分 学 的 发 祥 地 。 克 服 这 种 由 于 [| 变 
动 自由 度 太 大 」 在 极 值 问 题 的 研讨 上 所 产生 的 困难 的 基本 想法 如 下 : 

尽管 连结 于 A, B 之 间 的 曲线 在 总 体 上 有 无 穷 维 的 变动 自由 度 ， 但 
是 归根 究 底 ， 它 们 都 可 以 想 成 是 各 种 各 样 的 | 单 维 变动 」 的 组 合 所 构 
成 的 总 体 。 由 此 可 以 想到 ， 只 要 能 够 把 | 单 维 变动 」 的 极 值 条 件 研 究 
得 一 清二 楚 ， 其 实 也 就 足以 用 来 探讨 原来 的 极 值 问题 。 这 种 返 开 归真 
， 以 简 御 繁 的 想法 就 是 变 分 学 的 基本 想法 和 出 发 点 。 对 于 我 们 所 要 研 
讨 的 缴 长 极 值 问 题 的 有 具体 做 法 如 下 : 


M2(f) 上 一 条 连结 4A, B 之 间 的 平 渭 曲 线 荆 可 以 用 它 的 一 个 极 坐 标 
参数 式 表达 之 ， 即 


(5.23) T= {T= (p00), pO), a <t<0) 


其 中 p(t), W(t) 是 二 阶 连续 可 微 防 数 ，A = (yp(a), yw(a)), B= (wp(0), (0)). 


设 p(t,u) 和 y(t,u) 是 一 对 二 阶 连续 可 微 的 函数 ， 其 变 域 为 a<t 之， 
0 入 4 和 1 而且 (pla,w), yla,w)) 和 (Po 0 <u <1: 分 别 是 


给 定点 4A, B 的 极 坐 标 。 则 对 于 任 一 给 定之 w， 
(5.24) Dy = {T(t) = (9(t,0), Y(t,u)), a <t < 26} 


乃 是 一 条 连结 于 A, B 之 间 的 平滑 曲线 ， 而 {Ty, 0<wu<1l} 则 构成 一 个 
[ 单 维 变 动 」 的 平滑 曲线 系 ， 其 中 0<wu<1l 就 是 用 来 标记 该 曲线 系 的 
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| 变动 参数 」 (parameter of variation)， 我 们 把 它 简称 为 一 个 曲线 之 变 分 
(a variation of curves)。 一 个 曲线 之 变 分 的 图 像 表 达 如 [图 5-14] 之 图 解 
所 示 。 


R2 M2(f) 之 极 坐 标 图 解 
[ 图 5-14 ] 
令 L(w) 为 Tu 的 弧 长 ， 则 L(w) 乃 是 一 个 定义 于 0<wu<1 的 可 微 函 数 
， 而 其 函数 值 则 可 以 用 弧 长 积分 式 表达 之 ， 即 


(5.25) rw= | (SE) + fo) a 


我 们 所 要 研讨 者 万 是 9 的 积分 表达 式 。 因 为 p(t) 和 w(t) 的 几 


何 意义 分 别 就 是 T,(f) 的 弛 坐标 和 0， 所 以 在 下 面 的 计算 中 我 们 将 根 
本 改 用 7r(t,w) 和 0(t,u) 记 之 。 

[ 注 ] : 在 这 里 ， 同 学 们 遇 到 在 纯 为 单元 的 微 积分 中 尚未 接触 的 偏 微分 符 
号 如 织 , 距 等 等 。 例 如 p 仿 轨 万 是 一 个 二 元 函数 ， 其 值 是 随 著 在 和 必 
的 变动 而 改变 的 。 但 是 在 取 定 为 uo 的 局 限 之 下 ，w(t,uo) 其 实 就 是 一 
个 单元 函数 ， 它 对 于 的 微分 叫做 p(t,u) 对 于 的 偏 微分 ， 以 路 记 之 
， 所 以 它 本 质 上 乃 是 单元 部 数 的 微分 。 在 此 初 见 ， 其 实 乃 是 昌 知 新 用 。 


620 | = 基 [( 人 +7( 吉 让 


au 
Br ,2200.23 /Or Or ,Or ,O02 .200 020 
=- [+ 


在 上 述 积分 式 中 所 出 现 的 | ] ?| ， 因 式 ， 在 计算 上 是 一 个 令 人 头痛 
者 ， 而 我 们 可 以 运用 下 述 简朴 的 几何 思想 把 这 个 令 人 头痛 者 化 解 成 恒 


at 


u=0 
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等 于 1: 一 条 曲线 的 长 度 当 然 和 它 的 参数 表 式 中 参数 选取 无 关 。 假 如 我 
们 把 上 述 参 数 t 改 用 曲线 To 上 的 弧 长 参数 s， 则 有 


Or 2 2 O02» 2 Ey 

请 注意 : 5 只 是 To 上 的 弧 长 参数 ， 一 般 来 说 它 并 非 其 他 的 Tu 上 的 缴 长 
参数 ， 亦 即 (5.26)- 式 中 的 [  ] 主 只 有 在 代入 一 0 之 后 才 恒 等 于 1 |; 
但 是 这 也 正 是 我 们 在 简化 (5.26) 中 所 需要 者 。 总 之 ， 在 下 述 计算 中 ， 我 
们 将 改 用 上 述 To 的 弧 长 参数 s， 而 (5.26)- 式 则 简化 成 


70) fOr O27 ,Or ,00.» .00 020 
i | 人 Se 天 (十) ti FB) 


2 2 
在 (5.26') 式 之 中 所 含 的 两 个 交差 偏 微分 | 和 了 | 的 几何 
OsOu |, 0 OsOu |, 0 
意义 间接 且 不 其 明确 ， 宜 用 部 分 积分 公式 (integration by parts) 把 它们 
2 2 
更 换 成 其 几何 意义 更 加 明确 的 了 | 和 5 


D5? u=0 u=0 
把 (5.26')- 式 中 的 第 一 、 第 三 项 分 别 作 下 述 改 写 : 
_ | oror 


Z(0) 97 O27 £00) 7(0) 927 Or 
| Os OsOu 各 | | 入 网 | SY Os2 Ou 

L(0) 2 L(0) 

0 u=0J0 


a Se 
Os OsOu / 
L(0) 2 
a / {2/7 守 和 和 + | ds 
0 u=0 


aL 
.26') ”一 
(5.26") 7 


。 这 样 的 计算 就 可 以 


ds 


u=0 


Os Ou 
u=0 
Os Os Ou Os? Ou 
而 且 由 于 TT, 的 始终 两 点 是 国定 不 动 的 ， 所 以 


Or 
Ou 


加 Or 
Fee Ou 


0 
s=L(0) Ou 


_ 60 


a 二 0 
0 Ou 


s=L(0) 


所 以 (5.27') 的 两 式 中 的 第 一 项 辟 为 0。 将 (5.27')- 式 取代 (5.26)- 式 中 的 
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第 一 、 第 三 项 ， 即 得 


-三 0 to 
. Ou O82 Ou ‘Os 
2 
Or 00 20°0 2 二 
一 0 


lh a 


aL 
du 


u=0 


(5.28) 


现在 ， 我 们 还 要 进一步 研讨 (5.28)- 式 的 表 式 整体 的 几何 意义 何在 。 此 
事 当 然 得 从 起 始 曲线 To 在 每 一 点 s 的 局 部 几何 中 去 探索 之 。 

设 尸 = To(so) = (7(s0;0),9(s0,0)) 为 起 始 曲线 Fo 上任 给 一 点 。 如 
[图 5-15] 所 示 ，M?(f) 在 P 的 切 平 面 中 具有 两 组 自然 给 有 的 正 交 基 
(orthonormal bases) ， 其 一 为 曲线 T0 在 书 点 的 单位 切 向 量 t(so) 和 单位 
法 向 量 n(so)， 其 二 则 是 极 坐 标 系 在 忆 点 坐标 曲线 单位 切 向 量 er( 己 ) 和 
eo(P)° 


| 图 5-15 ] 
令 a(so) 为 它们 之 间 相 差 的 转角 ， 则 有 


t(s0) = cosal(so)e; + sinal(so)e 
人 (30) = cos (so) (so)e 
n(s0) = — sina(so)er + cos Qa(so)eo 


再 者 ， 由 [图 5-15] 可 见 


cos a(s0) = ， Sin Qa(s0) = (7)9 
(5.30) la a 
9 pe 
"or f(r) 
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其 中 艺 和 高 分 别 表示 沿 著 坐标 曲线 [0= 常 数 ] 和 Tr= 常 数 」 而 且 
分 别 以 7 和 0 为 其 参 变数 的 速度 向 量 。 再 对 (5.30)-(i) 微分 即 得 
Qa dr da  ,,, .drdg d20 
(5.31) 一 Sino J CO f'( ( ) 
用 上 式 来 消去 (5.28)- 式 中 的 一 -三 可 得 
dL rT0) da ,,, .d0 Or 00 
| (EO {ana + 
0) da db 
639 = 一 人 (+f0E)n() vd 
其 中 
or| 8 0 39 Or O00 
Vo ol 0 ll ee 


乃 是 沿 著 以 4 为 参 变 数 ， 曲 线 A on) 0<uw 
(7(s,0),0(s,0)) 点 的 速度 向 量 ( 参见 [图 5-15] 之 所 示 ) 。 
把 {Vv(s), 0 <s<L(0)} 叫做 变 分 向 量 场 ， 把 公式 


< 1} 在 
通常 我 们 


aL 


(5.33) 


A 
到 = a ( 尝 十 Nn) )nl) -Vv(s)ds 


叫做 M2(f) 上 的 弧 长 第 一 变 分 公式 。 
[ 注 ] : 上 述 M2(f) 上 的 绝 长 第 一 变 分 公式 的 证 明 ， 对 于 初 读者 也 许 难以 
一 读 就 懂 。 所 以 得 逐步 自行 验算 ， 逐 步 检查 每 步 之 要 点 。 其 实 所 用 到 
的 计算 每 步 都 是 形式 的 微分 、 部 分 积分 和 代 换 化 简 。 

在 ffr)=r， 亦 即 M2(f) 是 欧 氏 平面 的 情形 。 如 [图 5-16] 所 示 ， 弧 
长 第 一 变 分 公式 之 中 所 出 现 之 

da Od 
ds ds ds ds 


用 是 欧 氏 平面 之 中 曲线 的 曲率 (curvature) o 所 以 在 M2(f) 之 中 ， 2 
(站 全 万 是 曲线 曲率 的 推广 。 
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a 
T=Qa+0 
0 T 
[ 图 5-16] 
【定义 】: M2(f) 中 曲线 的 测 地 曲率 (geodesic curvature) 定义 为 
da ,, ~.d0 
(5.34) Kg(8) = et f (站 元 


M2(f) 中 测 地 曲率 恒 为 0 的 曲线 叫做 M2(f) 中 的 测 地 线 (geodesic 


Curves) ° 


[定理 5.4] 之 证 明 : 


(f(7) sin a)) = f(r pA 


(5.35) ds ds ds 
= 7O 开 ( 到 +) =0 


所 以 flr)sina 沿 著 一 条 测 地 线 万 是 一 个 常数 。 
[推论 3] 之 证 明 : 
沿 著 测 地 线 4 有 ，jmJsina= FJ)sin4 (常数 ) ， 所 以 


人 二 fsin4， 
(5.36) ds 人 f(r) ) 
Tr) 
亦 即 
r)dr 
- 人 | = / 灶 4+Vf(r) — (fF(0) sin A)? 


[ 注 ] : 在 f(7) 是 一 般 的 二 阶 连 续 可 微 六 数 的 情形 ，M?(f) 中 对 于 人 OAB 
的 广义 和 余弦 定律 就 是 上 述 积分 公式 。 但 是 在 f(r7) 是 7,sin7 或 sinh7 这 


基础 分 析 学 之 一 


5.5， 旋 转 面 的 Gauss 曲率 和 Gauss-Bonnet 公式 135 


三 种 特殊 而 且 重 要 的 情形 ， 则 积分 公式 (5.37) 可 以 用 初等 函数 加 以 表达 
， 这 也 就 分 别 是 欧 氏 、 球 面 和 非 欧 几何 中 的 儿 弦 定律 。| 其 验算 乃 是 积 
分 计 草 的 一 个 有 意思 的 习题 。] 


5.5 旋转 面 的 Gauss 曲率 和 Gauss-Bonnet 公 
式 
在 一 般 的 旋转 面 M2?(f) 中 ，85.4 中 所 证 明 的 广义 正弦 、 修 弦 定律 只 
有 在 三 角形 的 一 个 顶点 位 于 旋转 对 称 的 基点 ， 亦 即 人 OAB， 这 种 情形 
才 成 立 。 而 且 正 弦 、 徐 弦 定 律 分 别 只 有 一 个 公式 ， 即 
Sin 4 加 sinB 
fla) DO) 


B=/ f(r)ar 
+tVf(r) — (f(0) sin A)? 
只 有 在 M?(f) 对 于 其 中 任 给 一 点 蕴 为 旋转 对 称 的 情形 ， 才 会 对 于 任何 
三 角形 都 有 其 正弦 、 人 余弦 定律 ， 因 为 其 任 选 一 点 少 可 作为 旋转 对 称 之 
基点 也 ! 换 句 话说 ， 只 有 在 M2?(f) 是 匀称 (homogeneous) 的 情形 ， 正 弦 
、 欠 纺 定律 才能 够 对 于 任 给 三 角形 普遍 成 立 ! 

在 这 里 自然 会 想到 去 研讨 下 述 问题 ， 即 究竟 有 那些 旋转 面 是 匀称 的 
呢 ? 亦 即 对 于 其 中 每 一 点 都 是 旋转 对 称 者 。 欧 色 平 面 、 半 径 为 忆 的 球 
面 以 及 非 欧 面 都 是 匀称 的 旋转 面 ， 它 们 的 本 质 函 数 Fr) 分 别 是 


( 欧 氏 ) 
(5.38) Fe A sinVKr (球面 KK = 二) 
VF VK ( 非 欧 ，6( 人 A)= K'A( 人 )) 
从 解析 的 观点 来 看 ， 上 述 三 者 分 别 满足 
(5.39) f°(7)+Kf(7r)=0 f(0)=0 和 f°(0)=1 


其 中 太一 0( 欧 氏 ),K>0( 球 面 ),K<0( 非 欧 )， 亦 即 (5.39)- 式 
中 的 KK 也 就 是 使 得 
(5.39") s(A) = KA(A) 
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的 那个 本 质 性 常数 。 

本 节 将 证 明 下 述 匀 称 旋转 面 的 唯一 性 定理 ， 即 
【定理 55】 : M2(f) 是 一 个 匀称 旋转 面 的 充 要 条 件 就 是 Flr) 满足 
(5.39) 。 

再 者 ， 从 上 述 简短 的 分 析 ， 还 可 以 想到 [定理 5.5] 的 证 明 ， 自 然 地 会 
和 欧 氏 、 球 面 以 及 非 欧 面 的 三 角形 内 角 和 定理 在 M2?(f) 上 的 推广 有 关 
。 首 先 ， 让 我 们 先 来 分 析 一 下 三 角形 内 角 和 定理 本 身 在 欧 色 平面 和 球 
面 上 的 自然 推广 应 该 是 什么 形式 。 

【分 析 】: 
(一 ) 欧 氏 平面 三 角形 内 角 和 定理 的 自然 推广 : 

由 三 角形 内 角 和 恒 为 一 个 平角 ， 很 容易 推广 成 见 边 形 的 内 角 和 恒 等 
于 (n 一 2) 个 平角 ， 因 为 一 个 n 边 形 可 以 分 割 成 (n 一 2) 个 三 角形 。 再 
者 ， 上 述 n 边 形 的 内 角 和 定理 又 可 以 转化 为 一 个 统一 的 外 角 和 定理 ， 
即 任何 多 边 形 的 外 角 和 恒 等 于 一 个 周 角 ， 亦 即 2r。 

设 工 是 欧 氏 平面 中 一 条 不 自 相 交 的 平 消 闭 曲 线 。0<s<L 是 本 的 
弧 长 参数 ，H(s) 是 它 在 T(s) 点 的 曲率 ，HA(s) = 于 。 


[ 图 5-17 
如 [图 5-17] 所 示 ， 对 于 械 的 每 一 小 段 区 有 
(5.40) | ”xlsjds = te 
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所 以 由 前 述 外 角 和 定理 即 得 


N 


(5.41) 下 Ak(s)ds = > /ae 3 T (Si41) si)) = 27 


=0 
在 一 般 的 情形 ， 设 0 是 一 个 单 连通 的 区 域 ， 其 边界 0Q 是 分 段 平滑 的 
曲线 ， 而 Qi; 则 是 0Q 在 其 有 限 个 角 点 的 外 角 ， 则 不 难看 到 


(5.42) | nls)ds+ Do = 2 
89 
这 也 就 是 多 边 形 外 角 和 恒 等 于 一 个 周 角 的 推广 。 
(二 ) R- 球 面 上 三 角形 内 角 和 的 自然 推广 : 
当 A 是 一 个 RR- 球 面 上 的 三 角形 时 ， 即 有 
a 


(5.43) 


=A+B+C—7=e(A) La) 


当 Q 是 一 个 -球面 上 的 多 边 形 ， 则 可 以 把 分割 成 三 角形 再 逐个 运 
用 (5.43)， 即 得 


(5.44) 2r 一 >》 o= 4(9) 


由 此 可 以 想到 在 RR- 球 面 上 一 个 边界 是 分 段 平滑 曲线 的 单 连通 区 域 丸 ， 
相应 于 (5.42)- 式 的 推广 公式 应 该 是 : 


1 
(*) 27 一 a Kg(8)ds 一 >， Qi = R44) 
其 中 忱 Qi 万 是 Q 在 其 各 个 角 点 的 外 角 之 和 ， 而 如 (二 全 +eos (二 ) 于 


是 RR- 球 面 上 的 测 地 曲率 。 至 少 ， 在 0Q 是 分 段 测 地 线 的 情形 ，(*) 的 正 
确 性 业已 成 立 ， 即 (5.44)。 现 在 让 我 们 再 来 验证 一 个 Q 是 一 个 半径 为 
70 的 圆 的 特殊 情形 。 如 [图 5-18] 所 示 ，6OQ ( 亦 即 7 二 70) 在 每 一 点 的 
Qa 都 等 于 ,7 二 70° 所 以 


da a0 roa0 1 Tr 

a a 
1 To . To To 
Kk(sjds 三 一 cot 一 :27 有 Sin 一 一 27cogs 一 

人 (5) RR R R R 
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另 一 方面 ， 由 Archimedes 的 球面 面积 公式 的 证 明 ， 易 见 


(5.46) A(Q) = R?. 27 (1 — cos 2) 
这 样 也 就 验证 了 (4) 式 在 上 述 特殊 情形 的 正确 性 ， 即 
人 
(5.47) ar — | sols)ds = 2r(1 ~ eosR) = 二 4(g) 


[图 5-18 ] 

现在 让 我 们 进而 验证 (*)- 式 在 瓦 -球面 上 的 普遍 正确 性 : 我 们 将 采用 
一 种 简朴 自然 的 想法 ， 把 上 述 验 证 归于 前 面 两 种 业已 得 证 的 特殊 情形 
( 亦 即 99 是 多 边 形 和 圆 ) 的 适当 组 合 来 加 以 论证 。 


设 2 是 一 个 有 R- 球 面 上 的 单 连通 区 域 ， 而 且 其 边界 90 是 分 段 平滑 

令 {Ci} 是 69 的 角 点 ，{ai} 是 各 个 角 点 的 外 角 。 在 99 的 第 i 段 
es CiCil 选取 其 n- 等 分 点 ， 然 后 再 在 每 点 作 其 相 切 于 99 的 测 
地 线 ( 亦 即 大 圆 圆 弧 ) 。 如 [图 5-19] 所 示 ， 它 们 围 成 一 个 其 各 边 和 99 
A sa 


i 


| 图 5-19 ] 


oo 
Tn 
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对 于 上 述 所 构造 的 多 边 形 Qu， 它 除了 在 那些 和 0 共有 的 角 点 {Oi;} 的 
外 角 是 ai ，3 0 


(5.48) 27 一 2 au 一 和 启 4 


把 (5.48)- 式 和 所 要 证 明 的 (*) 相 比 较 ， 不 难看 到 我 们 所 要 证 明 者 ， 可 以 
归于 下 述 极限 式 去 验证 之 ， 亦 即 (x*) 是 否 成 立 ? 


(x*x*) lim (fs 一 -0s) 一 0 

再 者 ， 由 积分 的 定义 ，(##)- 式 的 验证 又 可 以 归于 

(x***) GC | 

是 否 是 能 量 (sij11 一 sij)] 的 高 阶 租 量 ( 亦 即 是 至 大 和 (su 54j)? 相 
当 者 ) 的 验证 。 由 为 ko(s) 是 一 个 连续 可 微 函 数 ， 所 以 (x***) 的 验证 又 


可 以 归于 . ) 在 微 段 [sij, sijt1] 上 取 常 数值 fo(sij) 的 情形 验算 之 ， 亦 
即 09 在 上 述 微 段 乃 是 一 段 贺 约 的 情形 。 由 [图 5-20] 所 示 


/六 


Pi; 
。 (8ij41 — $i,;) 
| 图 5-20 | 
由 (5.45), (5.46) 的 局 部 形式 可 得 
1 
(5.49) Rg (si;) (Sij+41 一 si 让 ) 一 Bij = 


而 (5.49)- 式 右 侧 的 面积 显然 是 张 长 (sij, 58ijt1) 的 二 阶 微量 。 这 样 ， 也 
就 验证 了 (*) 式 在 RR 球面 上 是 普遍 成 立 的 。 

从 上 面 对 于 欧 氏 平面 和 RR- 球 面 这 种 简 材 而且 基本 的 情形 ， 实 事 求 是 
的 探索 和 验证 ， 使 得 我 们 认识 到 


(大 ) 27 一 上 Kg(5)ds 一 >， Oi 
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用 是 一 个 值得 深究 的 基本 几何 量 ， 因 为 它 乃 是 多 边 形 外 角 和 的 自然 推广 
， 而 且 在 欧 氏 和 RR- 球 面 的 情形 简洁 地 反映 闭 它 们 的 [本 质 性 二 维 曲 率 J] 
* 有 了 这 样 一 个 明确 的 目标 ， 就 不 难 实事 求 是 去 研究 它 和 区 域 人 的 那 一 
种 几何 本 质 密切 相关 。 这 种 研讨 之 所 得 就 是 下 述 重 要 的 几何 公式 ， 即 


【定理 5.6】 (旋转 面 的 Gauss-Bonnet 公式 ) 


(5.50) ar na rg(s)ds — 》_ ai = (nn tr © )aa 


征明: 若 将 所 给 的 Q 分割 成 Q1, 0。， 则 易 见 (5.50)- 式 的 两 侧 都 可 以 

别 表 成 它 在 Qi, Q2 的 几何 量 之 和 。 由 此 可 见 [定理 5.6] 的 证 明 可 以 用 
适当 的 分 审 ， 把 一 裔 的 情形 归于 如 [图 5-2]] 所 示 的 情形 加 以 论证 ， 
亦 即 09 位 于 00<0<0 的 范围 之 内 。 


[ 图 5-21 ] 


对 于 这 这 样 的 区 域 D, 2r- /da 一定 ou 一 0。 所 以 


an 
ar 5)das 一 Qs; 
wow- 于 


= rf de- De) -| Fe 


(5.51) _ -人 Flr)d0 = 3 f"(r)ar 人 和 人 d9 (Green’s 定理 ) 


-人 )wenw-J(- 忽 ) 
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] :fsao 了 (7)d0 = [sf"(7)dr 信 d0 是 二 元 微 积分 中 Green's 定理 的 特 
珠 情 形 ， 。 其 2 归于 Q 是 坐标 矩形 ( 亦 即 Q = {(r,0),a<r< 
0 < dd}) 的 情形 组 合 而 得 。 再 者 ， 在 QQ 是 坐标 矩形 的 情形 ， 如 


of 四 -Pag)= @-9 f Par 


= (d 一 
= fm a f"(r)arAd0 


万 是 单元 微 积分 基本 定理 的 直接 推论 。 


【推论 1】 : -了 乃 是 一 个 具有 本 质 性 的 局 部 (intrinsic local) 几何 量 
， 它 就 是 M2( 户 在 P(r,0) 点 的 高 斯 曲率 。 
证 明 : 当 我 们 在 Plro,bo) 点 任 选 一 个 邻 域 0， 则 由 (5.50)- 式 的 堪 侧 
T2A/ (5 f"(r 四 a4 是 一 个 本 质 性 的 局 部 几何 量 。 再 者 当 4(9) 一 0 


f(ro) es ( 0)d4 
En 7 


所 以 -全 本身 万 是 一 个 具有 本 质 性 的 局 部 几何 量 。 
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【推论 2】 : 1M2( 廊 是 匀称 (homogeneous) 的 必要 条 件 是 -了 等 可 
一 个 常数 。 


证 明 : M?(f) 是 一 个 匀称 的 旋转 面 ， 亦 即 M2?(f) 中 任 给 两 点 P,Q@ 都 
有 一 个 M2(f) 的 保 长 变换 (isometry) 把 尸 点 映射 到 QQ 点 。 由 此 可 见 忆 ， 


Q 两 志 具 有 完全 相同 的 局 部 几何 性 质 ， 所 以 【一 人 ) -( -7 
(7) A J) 7 
££ r 


， 亦 即 一 一 是 一 个 常数 。 
f(7) 


【推论 3】 (定理 5.5) : M2(f) 是 匀称 的 必要 条 件 是 


7 (K = 0) 
Ne 
(5.54) a es Kr (K > 0) 
FR VvV—Kr (K <0) 
证 明 ;由 | 推论 3 得 知 -后 一 党 数 二 开 ， 亦 即 f(r) 万 是 下 述 二 阶 
常 微分 方程 
(5.55) f°(r)+Kf(r)=0 


满足 初 值 条 件 f(0) = 0 和 (0) = 1 的 解 。 易 证 这 种 解 是 唯一 的 ， 而 
(5.54) 所 给 者 就 是 那个 唯一 解 。 


【推论 14】 : 设 工 是 一 条 平滑 曲线 ，s 是 其 弧 长 参数 。 如 [图 5-23] 所 
示 ，p(s,s 十 As) 乃 是 荆 在 T(s) 和 Ts 二 As) 这 两 点 的 测 地 线 切 线 相交 
的 外 角 ， 则 有 


(5.56) lim 
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bl(s, s+ As) 


[ 图 5-23] 
证 明 : 令 日 为 [图 5-23] 中 阴影 所 示 的 区 域 。 由 公式 (5.50)， 即 有 


(5.57) fs = /人世 uy © )aa 


而 上 式 右 侧 之 量 显 然 是 和 A(Q) 相当 者 ， 所 以 是 和 As2 相当 者 。 因 此 


(5.58) lim 


各 结 本 章 的 研讨 ， 我 们 对 于 欧 民 、 球 面 和 非 欧 这 三 种 具有 高 度 对 称 
性 的 几何 体系 ， 获 得 了 下 述 几 点 统一 全 局 的 认 知 : 


(一 ) 三 者 具有 同样 的 连续 性 和 对 称 性 (例如 三 角形 S.A.S. 县 合 性 ) 
， 但 是 三 者 的 三 角形 内 角 和 则 分 别 是 等 于 ， 大 于 和 小 于 一 个 平角 。 


(二 ) 对 于 对 称 性 的 深入 定量 分 析 所 得 的 基本 定理 就 是 三 种 几何 学 中 
的 正弦 、 徐 纺 定 律 。 而 且 通 过 旋转 面 的 解析 几何 ， 我 们 认识 到 正弦 定 
A a 

这 种 统一 的 观点 使 得 我 们 一 方面 可 以 把 原来 只 是 在 欧 氏 、 球 面 和 非 
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欧 几 何 中 的 正弦 、 人 和 从 弦 定律 推广 成 所 有 旋转 面 尼 有 的 广义 正弦 、 人 和 从 纺 
定律 ， 而 且 也 因而 把 原先 各 别论 证 的 基本 定理 给 以 统一 的 证 明 。 


(三 ) 对 于 欧 反 、 球 面 和 非 欧 几何 中 的 三 角形 内 角 和 ， 我 们 有 一 个 形 
式 上 统一 的 定理 ， 亦 即 
<(A) = KA(A) 


其 中 KK 分 别 是 等 于 ， 大 于 和 小 于 零 的 常数 。 把 它 扩 展 而 且 深 化 之 所 得 
， 即 为 下 述 Gauss-Bonnet 公式 : 


27 一 人 Kg(8)ds 一 > as = KA(Q) 


而 上 述 公 式 又 可 以 推广 成 任 给 旋转 面 M2?(f) 上 的 Gauss-Bonnet 公式 ， 


加 


(四 ) 上 述 公 式 的 [推论 9] 和 | 推论 3 确立 了 具有 欧 氏 、 球 面 和 非 欧 几 何 
同样 的 高 度 对 称 性 的 几何 体系 是 唯一 存在 的 ， 对 于 每 一 个 KK 只 有 一 个 
， 它 就 是 (5.54)- 式 所 给 定 的 Fr) 所 组 成 的 M2(f) ! 


(五 ) 上 述 唯一 性 定理 的 一 个 直接 推论 是 : 在 欧 氏 公理 体系 中 ， 若 将 第 
五 公设 改 用 任何 [一 小 点 」 在 欧 氏 空间 成 立 但 是 在 非 欧 空间 不 成 立 的 
假设 ， 避 足以 完全 刻 划 欧 民 几何 。 这 也 就 是 为 什么 两 千 多 年 来 有 很 多 
杰出 的 几何 学 家 ， 误 认为 他 们 业已 找到 第 五 公设 的 证 明 的 原由 。 因 为 
在 任何 地 方 不 自觉 地 渗入 『 一 小 点 」 欧 氏 几 何 中 显然 成 立 的 「[ 奥 援 ] 
(implicit help) ， 第 五 公设 就 可 以 从 而 得 以 证 之 。 从 Gauss 关于 这 方面 的 
书信 中 ， 可 以 看 到 他 在 试图 证 明 第 五 公设 中 ， 肯 定 有 过 多 次 渗入 杂念 
因而 犯错 的 私下 体验 。 


(六 ) 由 本 章 的 讨论 ， 可 以 看 到 欧 反 、 球 面 和 非 欧 这 三 种 几何 ， 不 但 大 
同 小 异 ， 而 且 还 存在 著 大 量 深刻 的 共同 定理 。 这 种 三 者 漠 成 立 的 共性 
几何 的 系统 研究 ， 其 实 是 十 分 有 意义 而 且 有 待 我 们 致力 拓展 的 领域 。 
当年 Bolyai 在 他 开创 性 的 短文 (总共 只 有 26 页 ) ， 业 已 创 导 这 样 一 种 
几何 学 ， 他 称 之 为 绝对 几何 (absolute geometry)。Bolyai 正弦 定律 ， 即 


下 
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sinA sinB _ sinC 

Oa © ce 
就 是 其 中 所 得 的 一 个 辉煌 成 就 。 本 章 的 研讨 方式 可 以 说 是 直接 继承 他 
的 创见 者 。 其 实 ， 也 唯 有 对 于 绝对 几何 学 作 深 入 研究 ， 我 们 才能 真正 
深刻 地 理解 对 称 性 的 既 深 且 广 的 影响 与 威力 ! 


5.7 思考 题 与 习题 
I 旋转 面 上 测 地 线 的 参数 式 


极 坐 标 乃 是 一 个 具有 旋转 对 称 的 二 维 空间 的 简洁 表述 ， 它 简明 扼要 
地 描述 了 任 给 一 点 P 和 基点 O 之 间 的 距离 和 方向 (mr 人， 而 且 张 长 元 
素 : ds? 二 dr? 十 f(r7)?d0? 之 中 的 Fr) 则 简明 扰 要 地 总 结 了 所 给 旋转 面 的 
整体 本 质 (complete intrinsic invariant)。 再 者 ， 测 地 线 乃 是 空间 之 中 最 
为 简朴 基本 的 几何 事物 ， 在 极 坐 标 中 ， 它 们 可 以 用 下 述 二 阶 常 微分 方 
程 加 以 刻 划 ， 即 


do ,8 dr db 
(*) rd a cosa = 均 ， sina = 故人 去 


再 者 ， 上 述 二 阶 党 微分 方程 乃 是 下 述 含有 一 个 任意 常数 的 一 阶 党 微分 
方程 的 微分 所 得 ， 即 


(x**) f(7)sina 二 C1 (常数 ) 

通常 把 (x*) 叫做 (*) 的 第 一 积分 (first integral)。 当 然 ， 在 一 个 给 定 旋转 
面 M2(f) 上 的 一 条 曲线 最 为 明确 的 描述 万 是 直接 给 出 它 的 极 坐 标 参 数 式 
9》 即 


(x***) r= p(s), 0= ww(s) (s ; 弧 长 参数 ) 


为 此 ， 我 们 得 由 (x*x*) 再 做 一 次 积分 : 
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[ 图 5-24 ] 


如 [图 5-24| 所 示 ，7 万 是 以 A(7(0),0(0)) 为 起 点 ， 以 ao 为 其 起 始 方向 
的 测 地 线 。 令 CI = Fr(0))sinao， 再 由 


3 
(5.59) cosa = 二 ma- EV 
积分 可 和 
7(5) 
(***)1 se Jr)ar 
ot ES 
亦 即 所 求 的 -的 参数 表 式 p(s) 乃 是 上 述 积分 式 所 表 太 的 西数 关系 的 这 
函数 是 也 。 这 也 就 是 广义 余弦 定律 。 
再 者 ， 
(5.60) C1 = f(7) Se 
ds 
积分 可 得 
了 
(rs go —0(0) = 人 


对 于 一 般 的 Fr)， 测 地 线 的 参数 式 只 能 写成 上 述 两 个 积分 表达 的 形式 
， 即 (##x#)l 和 (###)2。 但 是 在 Fr)=7， 或 sinr， 或 sinhr 这 三 种 既 特 
别 又 重要 的 情形 ， 上 述 积分 表达 式 是 可 以 用 初等 函数 直接 表达 者 ， 这 
也 就 是 我 们 要 研讨 的 一 系列 习题 ， 它 们 可 以 看 做 微 积 分 中 的 积分 技巧 
(techniques of integration) 的 一 种 自然 而 且 重 要 的 应 用 。 
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【习题 】 
(1) 在 Fr)=7 的 情形 〈 亦 即 欧 色 平面 ) ， 求 解 初 值 为 {7(0) = 6, 0(0) = 
0, ao 三 了 的 测 地 线 的 参数 式 。 
(2) 在 fr) = si Re 
b, 0(0) =0, Qo = 3} 的 测 地 线 的 参数 式 。 
(3) 定义 cogshyz = +e *), Sinhyz = 到 (ez 一 ez)。 验 证 下 列 等 式 : 
cosh2z 一 sinh2z=1 
cos(iz) = coshx, sin(ix) = isinhzx 
cosh(Z +y)= coshzcoshy+tsinhzsinhy 


sinh(z 十 V) = sinhzcoshy 十 cogshzsinhy 


也 coshZz 一 sinhz， 艺 sinhz 一 coshz 
dz 7? dz 


[ 注 ] : Euler 公式 : cosx 二 了 (ee?), sinx 二 击 (e? 一 Ce 。 


(4) 在 f(r) = sinhr 的 情形 ( 亦 即 曲率 为 -1 的 非 欧 面 )， 求 解 初 值 为 
{7(0) =5, 0(0) =0, ao = 3} 的 测 地 线 的 参数 式 。 


II M?(sinh7) 的 匀称 性 : 
在 [推论 3 业已 证 明了 JM?(f) 只 有 在 


7 (K = 0) 
1 1 
Re 抬 守 VYF (K > 0) 
J 
守 关 业 VvV—Kr (K <0) 


这 三 种 情形 才 可 能 是 匀称 者 。 但 是 上 述 三 种 M2(f) 是 否 真 的 是 匀称 者 
? 则 当然 还 得 实事 求 是 地 加 以 研讨 之 。 在 第 一 种 情形 MH2( 户 其 实 就 是 
欧 氏 和 平面， 而 在 第 二 种 情形 M?(f) 其 实 就 是 半径 为 大 的 球面 ， 所 以 
它们 的 匀称 性 乃 是 熟知 的 事实 。 因 此 ， 唯 一 尚 须 详 加 研究 者 乃 是 第 三 
种 情形 。 再 者 ， 由 于 匀称 性 显然 在 整体 的 放大 、 缩 小 之 下 保持 不 变 ， 
所 以 只 需要 对 于 其 中 任 给 一 个 取 定 的 及 <0 加 以 研讨 (例如 KK== 一 1) 
， 亦 即 M2(sinhr) 是 否 匀称 ? 上 述 问 题 乃 是 一 个 重要 的 基本 问题 ! 我 们 
可 以 从 正 、 反 两 面 来 分 析 其 重大 的 意义 如 下 : 
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(一 ) 假如 M2(sinhr) 是 匀称 的 ， 则 它 就 是 一 个 几何 体系 ， 它 和 欧 氏 平 
面 的 唯一 差别 在 于 其 三 角形 内 角 和 恒 小 于 平角 。 所 以 平行 公理 当然 不 
可 能 由 其 他 的 欧 氏 几何 公理 推导 而 得 ， 这 也 就 证 明了 非 欧 几 何 体系 的 
存在 性 。 


(二 ) 反之 ， 假 如 M2(sinhr) [ 并非 」 匀称 ， 则 欧 氏 平面 乃 是 唯一 可 定 
向 (orientable) 而 且 两 点 定 一 测 地 线 的 匀称 旋转 面 (球面 上 过 对 顶 两 点 
有 无 穷 多 个 大 圆 ， 而 射影 平面 则 是 不 可 定向 者 也 ) 。 由 此 可 见 ， 假 如 
真 的 能 够 [证 明 」 M2(sinhr) 是 不 匀称 的 话 ， 这 个 证 明 其 实 也 就 构成 了 
一 个 由 其 他 的 欧 色 几何 公理 推导 出 平行 公理 的 一 个 论证 ， 是 不 ?当然 
， 此 事业 已 在 十 九 世 纪 真 相 大 白 ，JM?(sinh7) 是 的 的 确 确 匀称 的 。 而 我 
们 下 面 所 要 和 同学 研讨 者 ， 万 是 如 何 实事 求 是 地 去 逐步 证 明 M?(sinh7) 
的 匀称 性 。 


【分 析 ]】 


(一 ) 对 于 一 般 的 旋转 面 M2?(f)， 我 们 所 证 的 广义 正弦 、 人 钞 纹 定律 ， 仅 
仅 对 于 人 OAB 才 成 立 ， 而 且 仅 仅 各 有 一 个 等 式 ， 即 


sinA sinB 、 Sn 
三 义 正 骇 定 外 
Fo) = A (广义 正弦 定律 ) 
AaB=+| i 广义 你 纺 定律 ) 
Vi b) sin A)? 


假如 M?(f) 是 匀称 的 ， 则 不 但 上 述 广义 正弦 、 徐 纺 定 律 对 于 任何 三 角 
形 人 ABC 都 普遍 成 立 ， 而 有 全 有 下 述 两 组 等 式 ， 即 

sn4 sinB sinC 

炎 f(0) jc) 


了 万 二 二 jidr )ar 
TR 
BOC=+ ”fd ， )ar 
« VI) — UO sin BY 
a Vf/(r)— (f(a)sinC) 
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从 上 面 这 一 段 分 析 ， 可 以 想到 M2(sinhy) 的 匀称 性 的 验证 的 自然 起 步 
应 该 就 是 推导 人 OAB 的 其 他 几 个 等 式 ， 例 如 


sin LAOB _ Sin A 


Ra) 


【 习题 】 


(5) 


(7) 


[ 注 ]: 


首先 考虑 f(7) = Sinr《〈 即 单位 球面 ) 的 情形 。 设 ZL4= 工 ， 如 [图 
-25] 所 示 : 


[ 图 5-25 ] 


试验 证 杀 下 的 正 纺 、 人 和 从 弦 定律 : 
sinA ，SnC 


i) 一 二 一 (注意 :sin4=1) 
sina sinc 
(i) cosB 二 Uae 
tana 
(iii) cosC 二 to 
tana 
考虑 f(7) = sinhr ( 亦 即 曲率 为 -1 的 非 欧 面 ) 。 设 Z4 三 开 ， 写 
下 并 验证 从 下 的 正弦、 人 徐 弦 定律 。 
讨论 ) 上 述 对 于 直角 非 欧 三 角形 成 立 人 OAB 的 正弦 、 从 骇 定律 


( 
是 否 能 够 推广 至 任意 的 非 欧 三 角形 ? 再 者 ， 能 否 以 此 为 根据 来 解 
答 非 欧 面 的 匀称 性 ( 亦 即 存在 性 ) 问题 ? 


上 面 这 一 段 讨 论 ， 乃 是 基于 匀称 旋转 面 的 唯一 性 的 认 知 ， 按 图 索 


双 地 去 验证 M2(sinh7) 乃 是 匀称 者 ， 从 而 证 明 非 欧 面 之 存在 性 。 当 然 也 
可 以 用 其 他 数学 知识 ， 设 法 去 构造 一 个 相 央 于 球面 或 欧 氏 平面 的 匀称 旋 
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转 面 ， 则 由 [推论 3 可 知 它 必然 是 玉 < 0 者 ， 这 样 也 就 证 明了 M2(sinh r) 
的 匀称 性 ， 例 如 在 匀称 空间 SO(2,1)/SO(2) 上 就 可 以 直接 构造 之 (但 
是 得 用 到 李 群 的 概念 ) 。 


本 册 所 讨论 的 单元 微 积分 的 基础 理论 和 初步 应 用 万 是 整个 分 析 学 的 
锥 形 与 基础 之 所 在 。 分 析 学 所 研讨 者 乃 是 变量 数学 ， 它 是 我 们 对 于 千 变 
万 化 的 大 自然 ， 由 表 及 里 、 精 益 求 精 地 作 数 理 分 析 的 主要 工具 。 其 实 ， 
在 一 般 所 要 研讨 的 事物 和 现象 中 ， 其 所 涉及 的 参 变 量 当 然 不 可 能 只 是 简 
简单 单 地 两 个 参 变 量 〈 即 一 个 自 变 量 和 一 个 因 变 量 ) ， 而 是 多 个 参 变 
量 而 且 它 们 之 间 又 具有 多 个 相互 关联 的 函数 关系 者 也 。 例 如 三 角形 就 
有 三 个 边 长 ， 三 个 角度 ， 面 积 ， 外 径 ， 内 径 等 等 参 变量 ， 而 它们 之 间 
又 满足 正弦 、 人 条 纺 定律 ， 面 积 公 式 ， 外 径 、 内 径 公 式 等 等 。 由 此 可 见 
， 本 册 所 研讨 之 课题 ， 乃 是 一 种 最 为 简化 的 基本 情况 : 一 个 单 变 函数 
的 分 析 ， 它 是 我 们 进而 研讨 多 元 多 关系 的 分 析 学 的 起 点 和 基本 功 。 唯 
有 先 把 它 学 得 礼 实 ， 懂 得 清楚 ， 学 习 分 析 学 、 学 会 运用 数理 分 析 去 理 
解 大 自然 才 有 了 好 的 开始 ， 也 就 不 难 登 堂 入 室 了 。 在 此 且 再 对 本 册 所 
讨论 的 单元 微 积分 的 精 要 作 一 简短 的 回顾 与 总 结 ， 作 为 本 册 的 结语 。 


(一 ) 元 数 的 各 种 各 样 的 性 质 之 中 最 为 基本 者 有 四 ， 即 单调 性 、 连 续 性 
， 变 率 与 总 和 ， 其 前 两 者 是 定性 者 而 后 两 者 则 是 定量 者 。 总 之 ， 对 于 
上 述 四 者 的 研讨 、 理 解 与 运用 万 是 单元 微 积 分 的 中 心 课 题 和 基础 理论 
之 所 在 。 

(二 ) 单调 性 是 十 分 简单 而 且 易 用 好 用 的 。 再 者 ， 绝 大 部 分 常见 常用 
的 函数 都 是 单调 或 分 段 单 调 的 ， 所 以 读者 切 勿 因为 它 简 单 而 忽视 它 ， 
而 是 要 注意 到 「 有 则 善 用 之 」 。 例 如 在 第 三 章 研 讨 指 数 函 数 的 定义 中 
， 善 用 其 单调 性 和 保有 指数 定 则 乃 是 要 点 之 所 在 。 

(三 ) 一 个 函数 y= f(z) 在 某 一 区 间 [a,0] (或 (a,b)) 上 的 连续 性 所 包 
含 的 条 件 万 是 无 比 庞大 的 极限 式 【 亦 即 lim Fa) = jiman) 对 于 所 有 
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其 中 收 詹 的 数列 恒 成 立 ) 。 由 此 可 见 函 数 连 续 性 的 理解 与 运用 是 的 确 
不 简单 的 。 首 先 ， 我 们 先 得 理解 直线 (和 它 相 应 的 实数 系 ) 的 连续 性 
， 懂 得 如 何 把 其 所 含 的 几何 直观 转换 成 左 、 右 夹 遇 数列 的 存在 性 这 种 
解析 描述 ， 然 后 再 通过 把 它 用 来 研讨 闭 线段 上 连续 函数 的 基本 性 ， 证 
明 如 Sturm 定理 ， 代 数 基本 定理 ，Cauchy 条 件 的 极限 存在 定理 等 等 才 
能 逐步 逐 样 地 体 认 其 用 场 与 用 法 。 


(四 ) 归 本 究 源 ，Hippasus 对 于 [不 可 公 度 线段 比 」 的 发 现 万 是 人 类 理 
性 文明 首次 触及 空间 连续 性 这 个 深 殖 的 本 质 ， 而 Eudoxus 所 创 的 比较 
原则 和 逼近 法 不 但 成 功 地 补救 了 当年 定量 几何 基础 论 的 重大 欠缺 ， 而 
且 也 提供 了 理解 连续 性 并 进而 研讨 整个 分 析 学 的 基本 方法 。 这 一 段 引 
人 入 胜 、 发 人 深思 的 史话 当然 也 就 是 每 一 位 学 习 分 析 学 的 和 后 之 来 者 最 
自然 的 启蒙 、 黄 基 的 佳 园 。 

(五 ) 本 册 第 二 章 所 讨论 者 ， 也 就 是 效法 Eudoxus 所 创 的 途径 把 它 
用 来 研讨 函数 的 两 个 定量 型 的 基本 性 质 : 变 率 与 总 和 。 其 具体 做 法 是 
先行 分 析 其 直观 内 含 ， 从 而 确立 其 比较 原则 ， 然 后 再 用 有 逼近 法 去 达成 
它们 各 别 的 解析 定义 。 这 也 就 是 微分 求 变 率 ， 积 分 求 总 和 的 来 由 ， 其 
本 身 万 是 分 析 学 基础 理论 的 初步 阶段 。 接 著 把 它们 和 函数 连续 性 (第 
一 章 所 研讨 者 ) 相 结 合 ， 就 不 难 顺理成章 地 证 明 各 种 各 样 基本 定理 
(参看 第 三 章 ) 。 


152 


